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1 Grundlagen

Erinnerung an die Analysis

Seien U C R*, V C R! offen.
f:U — V heisst glatt (C*), wenn f unendlich oft stetig differenzierbar ist, d.h. alle parti-

ellen Ableitungen ﬁ existieren und sind stetig.
SN in

Seien X C R, Y C R! beliebige Teilmengen.

f X — Y heisst glatt (C*), wenn es fiir jeden Punkt zy € X eine offene Umgebung
U C R* und eine glatte Funktion F : U — R! gibt, so dass Flynx = flunx. F heisst glatte
Fortsetzung von f.

Bemerkung 1.1.
1. f: X =Y glatt und g : Y — Z glatt = go f : X — Z glatt.

2. id : X — X st glatt.

1.1 Diffeomorphismen und Mannigfaltigkeiten

Definition 1.1. Seien X C R*, Y C R! beliebige Teilmengen. Eine Abbildung f : X — Y
heisst Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f, =1 glatt sind. Falls es einen solchen
Diffeomorphismus gibt, nennen wir X und'Y diffeomorph.

Differential-Topologie: Eigenschaften von Mengen X C R*, die invariant sind unter Diffeo-
morphismen.

Differential-Geometrie: Eigenschaften, die invariant sind unter Diffeomorphismen, die eine
“Metrik” erhalten.

Sei v:[0,1] — X C R* eine glatte Kurve.

Die ldnge von + ist definiert als L(7) := fol |9(t)|dt. Sei f: X — Y ein Diffeomorphismus,
f heisst Isometrie, wenn L(f o) = L(v) fiir alle glatte Abbildungen ~ : [0,1] — X.

Definition 1.2. Eine Teilmenge M C R* heisst glatte Mannigfaltigkeit der Dimension
m (oder m-Mannigfaltigkeit), wenn es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U C RF
von p ¢ibt, so dass U N M diffeomorph ist zu einer offenen Teilmenge V C R™.

BEin Diffeomorphismus ¢ : U N M — V heisst Karte von M und ¢! : V — U N M heisst
Parametrisierung von U N M.

Bemerkung 1.2. M C R¥ eine m-Mannigfaltigkeit => m < k.



Beispiel 1.1 (Mannigfaltigkeiten).

M, ={(z,y,2) €ER* | 2? + > + 22 =1} = §? 2 — Sphare
My = {(z,y,2) € R® | 2 + y* — 2* = 1} = Rotationshyperboloid
Ms = {(21,2) €ECxC||z1| = || = 1} = T? Torus
My={AcR™ | ATA=1}=0(n) Menge der orthogonalen Matrizen
Ms ={V € C" | V ist ein C-linearer Unterraum der Dimension k} =
= G(k,n) komplexe Grassmann’sche Mannigfaltigkeit
Mg =R"
M7 = offene Teilmenge von R"

Beispiel 1.2 (Karte).
M=5?={(z,y,2) |2 +y*+ 22 =1}
U={(z,y,2)| 2> 0}

V=A(x,y) | 2*+y* <1}

o(z,y,2) = (v,9), ¢: S?°NU -V

ot =(z,y,1 — 2% — %)

Ableitung
Seien U C R¥, V C Rl offen, f: U — V glatt, x € U, £ € R*.
df (x)€ = L], _ fla +t€) = lim,_o L&)
df (z) : R¥ — R! linear
8f1/8:v1 c. afl/ﬁa}k
df (z) = : : € Rixk Jacobi-Matrix
8fl/83:1 R afl/(?xk

1. Kettenregel: f:U -V, g:V ->W, 2z €U = d(go f)(x) =dg(f(x))df ().
2. Ae Rk f(x) = Az = df(z) = A Vz e R~

Lemma 1.1. Seien U € R*, V € R offen, f : U — V ein Diffeomorphismus. Dann folgt:
1. k=1.
2. det(df(z)) #0, VxeU.

Beweis. Sei z € U und y := f(z). Sei g := f71 V- U.
= gof=idy, fog=idy = dg(y)df(z)=1Nkxy, df(z)dg(y)=1;x;
— k=1

df (z) : RF — RF=! bijektiv. L

Satz 1.2 (Inverse Funktionen). Sei Q C R* offen, f : Q — RF glatt, z € Q,
det(df (z)) # 0. Dann 3U C Q offen so dass x € U, f(U) offen ist, und fly : U — f(U) ein

Diffeomorphismus ist.



Beispiel 1.3. f=exp:C— C, f(z,y) = (e*cosy,e*siny)

det(df (z,y)) #0, Va,y.
Beachte, dass f nicht global injektiv.

Sei Q C R offen, f: Q — R! glatt.

Definition 1.3. y € R! heisst reguldrer Wert von f, wenn df (z) surjektiv ist fiir jedes

e f(y).

y heisst singuldrer Wert von f, wenn es kein requlirer Wert ist.

Beispiel 1.4 (Regulire Werte).

1 1=1, df(z)= (ﬁ 8-)
y requlirer Wert < df () #0, Vx € f~1(y).

2. f(x)=al+a3+ -+
y requldrer Wert <= y # 0.

3. det : R™" = R
y requldrer Wert <= y # 0.

4. 1>k, df(z) € R™* nie surjektiv
y requlirer Wert <= y ¢ f(x).

Satz 1.3 (Satz von Sard). Q C R* offen, f: Q — R! glatt.
= Die Menge der singuldren Werte von f hat Mass null.

Satz 1.4 (Implizite Funktionen). Q C R* offen, | <k, f: Q — R! glatt, y € R" regulirer
Wert. Dann ist M := f~(y) C R* eine Mannigfaltigkeit der Dimension k — .

Beweis. Sei p € M.

1. df(p) € RXF surjektiv.
Wihle A € R(E-DXk 56 dass det((dfép») # 0.

2. Definiere F : @ — Rl x RF ™!, F(z) := (fy;))
Es gilt dF(p) = (dflgp)) und det dF(p) # 0.

3. Nach Satz 1.2 3U C Q,3W C R x RF—L offen so, dass p € U und F|y : U - W = F(U) ein Diffeomorphimus ist.

4. Definiere V := {z € RE—L | (y,2z) € W}, dies ist eine offene Umgebung von Ap.
= Die Abbildung U N f_l(y) — V, © +— Az ist bijektiv mit Umkehrabbildung
VoUNnf ), z— F 1y, 2).
= M erfiillt die Definition einer Mannigfaltigkeit.



1.2 Tangentialraum

Sei M C RF eine glatte Mannigfaltigkeit, sei p € M.

Definition 1.4. Der Tangentialraum von M an der Stelle p € M ist definiert durch

T,M = {3(0) | v : R — M glatt,~(0) = p}.

Lemma 1.5. T,M C R” ist ein linearer Unterraum der Dimension m = dim M.

Beweis. Wihle Parametrisierung ¢ : V. — U N M,

so dass fiir zg € V und p € U gilt ¥ (zg) = p.

Beachte 1) ist ein Diffeomorphismus.

Behauptung. Ty M = im dy(zq).

Aus der Behauptung folgt, dass T, M ein linearer Unterraum von RF ist und di(xg) injektiv ist.
Dann es gilt dimTp M = m.

Beweis.[Beweis der Behauptung]

1. Wir zeigen Tp M C imdi(zq):
Seiv € T,M = 3~ :R — M glatt, so dass v(0) = p und ¥(0) = v.
= 3Je>0: |t|<e=~((t)eU.
Definiere 8 := 1[;_1 ovy:(—eg,e) > V.
= v(t) = Y(B(¢¥)), fir—e<t<e.
= y(t) = dy(B(t))B(t).
Zusammen mit 8(0) = ¥~ 1(y(0)) = v (p) = z( folgt

v = #(0) = d¥(8(0))B(0) = diy(20)B(0),
d.h. v € imdi(zg).

2. Wir zeigen im dv)(zg) C TpM:
Definiere v := dip(zg)€, € € R™.
Wiéhle € > 0 so dass Eg\g\(mo) C V, wobei Es‘g‘(zo) ={z ||z — zo| < ¢|&]|}.
Wihle p : R — [—¢, €] so dass p(0) = 0 und p(0) = 1.
Definiere v(t) := ¥ (zo + p(t)§).
————

ev vt
Es gilt v(0) = ¥(z0) = p und ¥(0) = dy)(z0)¢ = v.

Beispiel 1.5 (Tangentialraum). M = S" = {z € R"™! | [z> = Y 22 = 1};
T,5" =t = {6 e R | (z,€) = 301 ik = 0};

Betrachte eine Kurve v : R — S™ mit v(0) =z, 1 = |y(t)]* = 204 ~i(t)? vt
= 0= gh()]* = 277 2% (1)) = 2(y(1), 5 (1))

Firt=0 = (z,%(0)) = 0.

Beispiel 1.6 (Tangentialraum). M = O(n) = {A € R™" | ATA = 1},
T,0(n) = {X e R™™ | ATX + XTA = 0};

Betrachte eine Kurve v : R — O(n), t — A(t), A(0) = A, A)TA(t) =1
= 0=2A)TAt) = A(t)TA(t) + A[)TA(%)

Firt=0= ATA(0) + A(0)TA = 0.

Lemma 1.6. Sei Q C R*, f: Q — R glatt, y € R regulirer Wert, v € M := f~(y)
— T, M = kerdf(z).

Beweis. Wir zeigen zuerst T, M C ker df (z).

Sei( € TyM = 3v:R— M = ffl(y) so, dass v(0) = z und %(0) = &.
= f(y(@#) =y, vt

= df (7(£))¥(t) =0

Fiir ¢t = 0 gilt: df (z)€ = 0,



d.h. £ € ker df ().

Jetzt beachte, dass nach Satz 1.4 und Lemma 1.5 gilt:

dimT, M =dimM =k — 1.

Da dim ker df () = dim R¥ — dim bild df (z) = k — I, folgt die gewiinschte Gleichheit. [
———

=Rl

1.3 Tangentialbiindel

Sei M C RF eine glatte Mannigfaltigkeit.

Definition 1.5. Das Tangentialbiindel ist definiert als

TM = {(p,v) |p € M,v € T,M} CRF xR~

Lemma 1.7. Sei M C R* cine glatte m-Mannigfaltigkeit => TM C R* x RF ist eine glatte
2m-Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei ¢ : UN M — V eine Karte von M. O.B.d.A. ¢ lédsst sich auf ganz U fortsetzen: ¢ : U — R"™.
Seien U := U X R™, V := V x R™.
Definiere ¢ : U x ¥ — R™ x R™, &(p,v) := (¢(p), de(p)v),

= Lﬂ(}ﬁT}W :UNTM — V ist ein Diffeomorphismus. L]

1.4 Tangentialabbildung

Sei M C RF eine glatte m-Mannigfaltigkeit und N C R! eine glatte n-Mannigfaltigkeit. Sei
f: M — N eine glatte Abbildung.

Definition 1.6. Die Tangentialabbildung df (p) : T,M — Ty, N an der Stelle p € M st
wie folgt definiert:
sei v € T,M, wihle eine glatte Kurve v : R — M so dass v(0) = p und ¥(0) = v, dann

definiere
d

df (p)v = priA

f o) "y(t) € Tf(p)N.

Lemma 1.8.
1. df (p)v ist wohldefiniert, d.h. df (p)v ist unabhingig von der Wahl von .
2. df(p) : T,M — Ty N ist linear.
3.df :TM — TN, (p,v)— (f(p),df(p)v) ist glatt.



Beweis. Sei p € M. Nach der Definition von Glattheit gilt: 3U C RF offen, p € U und 3F : U — R glatt so, dass F|ynm = flunm-
Behauptung. df (p) = dF(p)|1, M-
Beachte, dass dF(p) € R'XF die Jacobi-Matrix von F an der Stelle p ist, d.h.

OFy/0z1(p) ... OF1/0zr(p)
dF(p) = : : :RF R
0F;/0z1(p) ... OF;/0xy(p)

Da dF(p) unabhéngig von ~ ist, folgt 1.
Da die rechte Seite der Geichung in der Behauptung linear ist, ist auch die linke Seite linear, damit folgt 2.

Fiir die dritte Eigenschaft, bemerke zuerst, dass dflUxHekaM = dFlUx]kaTM‘

Betrachte dann die Funktion U x R*¥ — R! xR}, (z, €) — (F(z), dF(z)¢), d.h. df‘UkaﬁTI\/I ist die Restriktion einer glatten Funktion auf U x R¥,
damit ist auch die Glattheit bewiesen.

Beweis.[Beweis der Behauptung] Sei v € T M. Dann gibt es eine glatte Kurve v : R — M C RF so, dass v(0) = p und %(0) = v.
= df(p)v = &|,_of(v(1) = &|,_ F(v(t)) = dF (p)v. .

Grundregeln
Kettenregel: f: M — N,g: N — P,pe M = d(go f)(p) = dg(f(p))df (p)-
Identitét: id : M — M glatt = d(id)(p) = id : T,M — T,M.

Korollar 1.1. Sei f : M — N ein Diffeomorphismus. Dann folgt:

1. dim M = dim N.

2. df(p) : T,M — Ty N ist ein Isomorphismus Vp € M.

Beweis. Wie in Lemma 1.1. [

Satz 1.9 (Inverse Funktionen). Seien M C R¥ N C R! glatte Mannigfaltigkeiten mit
dim M = dim N. Sei f: M — N glatt mit df (po) : TpyyM — Ttpy) N bijektiv.

= 3 offene Menge U C M,py € U,V C N, f(po) € V so dass f|ly : U — V ein Diffeomor-
phismus ist.

Beweis. Sei ¢ : U — U eine Parametrisierung von U N M und ¢ : V — V eine Parametrisierung von V N N. Sei zg € U so, dass w(zg) = po und

Yo € V so, dass (o) = f(po). O-B.d.A. f(o(D)) C w(V).
Definiere g := 1,[171 o fog:U — V. Betrachte das Differential von g an der Stelle zq:

dg(w0) = dv(yo)”' odf(po)o dp(zo) :R™ — R™, bijektiv.
——— ——
Tf(p[))N—&Rn ]Rn_'TPOJM
Sat:z;.Q 3 offene Mengen U’ C U und V/ C V, g € U’ und yg € V' so, dass g\U/ : U’ — V' ein Diffeomorphismus ist.
= f‘«p(U’) =togop t:pU') — (V') ist ein Diffeomorphismus. [}
—— N —
=U =v

Definition 1.7. Sei f : M™ — N" eine glatte Abbildung. Ein Punkt g € N heisst requldrer
Wert von f, wenn fir alle p € M gilt:

f(p) = q=df(p) : T,M — Ty, N ist surjektiv.

Satz 1.10 (Implizite Funktionen). Seien M™ C R¥ und N™ C R! glatte Mannigfaltigkei-
ten, f: M — N glatt und q € N reguldrer Wert von f. Dann folgt:

1. f~Y(q) ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension m — n.

2. T,f~*(q) = ker df (p).



Beweis. Wie Satz 1.4.
Hinweis: Sei po € £~ *(q).

1. Wiébhle lineare Abbildung A : R¥ — R™ ™" so dass

v e TPOM
df (po)v =0 = v =0.
Av =0

2. Definiere F : M — N x R™™" F(p) := (f(p), Ap).

3. Wende Satz 1.9 auf F an.

1.5 Vektorfeld

Definition 1.8. Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M C R” ist eine
glatte Abbildung X : M — R* so dass X (p) € T,M V¥p € M.

Bemerkung 1.3. Ein Vektorfeld X : M — ]Rk~ induziert eine glatte Abbildung
XM —TM, pr (p,X(p)) fiir die gilt 1o X = id,
d.h. X ist ein “Schnitt” des Vektorbiindels TM — M.

Bemerkung 1.4. Im Allgemeinen schreiben wir X statt X.
Definition 1.9. Vect(M) := {die Menge aller Vektorfelder auf M?}.

Beispiel 1.7 (Vektorfeld). M = S? CR®, T,M =p*.
Fiirp € M sei X(p) :=p x &, mit 0 # £ € R3 ein Vektorfeld auf M.

Beispiel 1.8 (Vektorfeld). M := 5%  X(p)=px (p x &).
Beispiel 1.9 (Vektorfeld). M =R? X :R? - R?  X(zy,79) = (71, —22).

Definition 1.10. Sei X € Vect(M) und I C R ein Intervall. Eine glatte Kurve vy : I — M
heisst Integralkurve von X wenn gilt y(t) = X (v(t)), Vt € I.

Satz 1.11. Sei M C RF eine glatte Mannigfaltigkeit, sei X € Vect(M) und py € M.
Dann gilt:

1. 3 I C R offenes Intervall, 0 € I, 3 ~v: 1 — M so dass

¥(t) = X(v(1), ~(0) = po. (1)

10



2. Wenn vy : Iy — M, 79 : Iy — M zwei Lisungen von (1) sind, so gilt
Vl(t) :72<t) vtellﬁlg

Beweis.

e Wihle zg € U C R™ offen und einen Diffeomorphismus v : U — ¢ (U) C M so, dass ¥ (zg) = po-
Definiere f : U — R™ durch f(z) = dip(z) ' X (¢ (x)).

e Wihle eine Abbildung = : I — U, t — x(t). Definiere v := ¢ (x(t)).
Behauptung. &(t) = f(x(t)), =(0) = zg < F(t) = X (v(t)), v(0) = po. Beweis.[Beweis der Behauptung]

= §(t) = dp(x () &(t) = dy(a(t) F(2(t) = X (¥(2(1))) = X (4(t)) und
7(0) = 9 (x(0)) = ¥ (w0) = po.
<= @(t) = (dp(p ™y ()T A =
= dy(=(t) " X(v(8) = dp(x(t)) T X((=(t)) = f(=(t)) und
2(0) = v~ (v(0)) = ¥~ (po) = wo.

e Existenz fiir gewdhnliche Differentialgleichungen im R = 1.

e Eindeutigkeit fiir gewthnliche Differentialgleichungen im R"™ = lokale Eindeutigkeit in 2.

e Globale Eindeutigkeit: I := I1 NIz, A:={t € I | ~v1(t) = v2(t)}. Es gilt:

A#£0, 0 A
A abgeschlossen (in I) = A=1.
A offen (lokale Eindeutigkeit)

Beispiel 1.10 (Integralkurve). M =R, X (z) = 2.
Die Lisung von & =z, x(0) = 1 ewistiert nicht fiir alle Zeiten.

Definition 1.11. Sei X € Vect(M) und py € M.
Das Existenzintervall von py ist definiert wie folgt:

I(po) := U{I C R | I offenes Intervall, 0 € I, 3 Losung vy : I — M wvon (1)}.

Definition 1.12. Sei D := {(t,po) E Rx M |t € I(po)}-
v : D — M sei definiert durch p(t,po) := Y(t), wobei v : I(py) — M die eindeutige Lisung
von (1) ist. ¢ heisst Fluss oder Stromung von X.

Satz 1.12. D und ¢ haben folgende Eigenschaften:
1. D ist offen in R x M;
2. ¢: D — M ist glatt;

3. t€l(po), s € I(p(t,po)) =t +s € I(po) und p(s +t,po) = (s, ¢(t, po)).

Beweis. Ohne Beweis [}

Definition 1.13. Ein Vektorfeld X € Vect(M) heisst vollstindig, wenn I(py) = R fir
jedes po € M (d.h. D=R x M ).

11



Lemma 1.13. M kompakt = jedes Vektorfeld auf M ist vollstindig.

Beweis. Sei X ein Vektorfeld und U = {p € M | [—¢,€] C I(p)}. Dann gilt:
1. U ist offen;

2. M =U.sq Ue.

Da M kompakt ist 3 e1,..., en so dass M = UE1 U...U UENA

Wihle eg = min{eq, ..., en} > 0.
= [—c0,20] C I(p) Vp € M.

= I(p) =R Vp € M, d.h. X ist vollstdndig. [

Sei X € Vect(M) vollstandig (D =R x M) und sei ¢ : R x M — M Fluss von X.
Fiir t € R definiere ¢! : M — M durch ¢t(p) := ¢(t, p).

Eigenschaften von ¢
1. o' : M — M ist glatt;
2. s = gl o
3. ¥ =id;

4. ! ist ein Diffeomorphismus, (¢!)~! = .

Definiere Diff (M) := {¢ : M — M | ¢ ist ein Diffeomorphismus}.

Der Fluss eines vollstandigen Vektorfeldes X ist ein Gruppenhomomorphismus R — Diff (M),
t — ' charakterisiert durch die Eigenschaft

L) = X0, ) =

d .
T =Xogl ¢ =id

Sei X : M — TM ein Vektorfeld, ©» : N — M ein Diffeomorphismus. Wir definieren
“Pullback” *X € Vect(N) so, dass foldendes Diagramm kommutiert.

geN X 7N

¥l e
W) eM = TM
Explizit heisst das folgendes:

Definition 1.14. Das Pullback ist definiert durch:

VX (q) = dy(q) ' X (¥(q)) € TyN.

12



Sei X : M — T'M ein Vektorfeld, ¢ : M — N ein Diffeomorphismus. Ebenso definieren wir
das “Pushforward” ¢, X € Vect(V) so, dass folgendes Diagramm kommutiert.

ol eM = TM
“l 1%

¢geN % TN

Das heisst:

Definition 1.15. Das Pushforward ist definiert wie folgt:

0. X (q) == dp(e™(q)) X (¢~ (q)) € T,N.

Bemerkung 1.5. Sei X € Vect(M).
1. (71X =¢*X.
2. ¢p: M — N,y : N — P Diffeomorphismen = 1,0.X = (¢ o ). X.

3. ¢:N— M, 1: P— N Diffeomorphismen = ¢*p*X = (po)*X.

1.6 Lieklammer

Sei M C R eine glatte Mannigfaltigkeit.

Seien X, Y : M — RF vollstindige Vektorfelder (d.h. die Fliisse existieren fiir alle Zeiten).
Seien ¢, ¢ € Diff(M) die Fliisse von X, Y.

Sei p € M. Definiere v : R — M durch ~(t) := @' o' 0t 0 ) ~!(p).

Lemma 1.14. Es gilt:

1. 4(0) = 0;

2. 150) = L] _ ((¢").Y)0) 2 2| () X)(p) Z dX (p)Y (p) — dY (p)X (p) € T, M.

Bemerkung 1.6. dX(p): T,M — R¥, v € T,M # dX(p)v € T,M.

Beweis. Definiere B(s, t) := ¢° ot 0o o % 0"t (p) € M.
Also ist v(t) = B(t,t).

Ie]
8—5(0») = X(p) — dp" (" (@)X (%" (p))- 2

) . .
aff(sA,O) =de (T (@)Y (¢ % (p) = Y (). (3)

8 8
= 98(0,0)=0= 22(0,0).
= 5(0) = 98(0,0) + 22(0,0) = 0 = 1. ist bewiesen.
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. 8% 2 8% 2
=40 = 50,0 +22°8.(0,0) + iz 0:0) =220 (0,0).
R i

=0 da B(s,0)=p =0 da B(0,t)=p
Da 3 eine glatte Funktion ist, spielt die Reihenfolge der partiellen Ableitungen keine Rolle.

Loy = 22 0,0y = 2
2T T e T b

1 823
Z5(00) = ——
2"{( ) dsot

9,

9B 0@ 32

s=0 9t Js
B (2

i—o 5(07 t) =

o (P (2)-

(0,0) = 0
T ot

—— |t T @)X T ) =

=+ 2| Tt e) X@ ) = 2| (@D X))
T T atli=0 VP P = 5eli=o P

dyt(p)~1

Das heisst (x).
Jetzt zeigen wir (*x), aus (3) folgt:

25000 = | _ dp® (¢ )Y (e (0) =
2 Osls=0
15} 15}
= s s:oa‘t:o
14] 5]

= Btlt=00s

=2 (X)) - At )X () =
= ot lt=0 p P p)) =

@ oyt op (p) =

s

.
e ot o (p) =
s5=0

F) 15}
=dX(p)Y(p) — g‘t:oi

o s -
g‘FOY(v (p)) =

=dX(p)Y(p) — dY (p)X(p).

ot et =

=dX(p)Y(p) —

Dies zeigt (*x).
Definition 1.16. Die Lieklammer von X,Y € Vect(M) ist das Vektorfeld

(X, Y](p) :=dX(p)Y(p) —dY (p)X(p) € T,M.

Bemerkung 1.7. Manche AutorInnen definieren die Lieklammer mit umgekehrtem Vorzei-
chen.

Lemma 1.15.
1 g [X,Y] = [¢* X, o*Y].
2. [X,Y]+[Y,X] =0.
3. [[X,Y], 2] +[[Y, 2, X] + [[Z,X],Y] =0 (Jacobi-Identitit).

Bemerkung 1.8. FEs gilt:
1. [ X, Y+ Z] =X, Y]+ [X,Z];
2. [X,\Y] = )MX,Y], AeR.

Vect(M) ist eine Lie-Algebra, d.h. ein Vektorraum (iber R) mit einer bilinearen Abbildung
[-,:] : Vect(M) x Vect(M) — Vect(M) welche schiefsymmetrisch ist und die Jacobi-Identitit
erfillt.
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Beispiel 1.11 (Lie-Algebra). g := R"*" ist eine Lie-Algebra: [A, B] := AB — BA.

Bemerkung 1.9. Seien X, Y € Vect(R") so dass X,Y : R" — R" : X(z) = Az, Y (z) = Bz,
A, B € R,
— [X,Y](z) = (AB — BA)z.

Lemma 1.16. Seien X,Y € Vect(M) wvollstindig, o', Flisse. Aquivalent sind:

1. [X,Y]=0;
2. oot =t op®, Vs, t.
Beweis.

beﬁniere v(t) =t oyplop toyTi(p)=p Vit
= [X,Y](p) = £4(0) = 0.

Schritt 1: (¢°)+Y =Y, Vs:

d s d T s d T s s
Loy =L y- 4 (@D Y = (X, (9°)uY] =
Y =] (@70 Y = —| | (@N)u ()Y = (X, (¢9).Y]

=i X, (9%)=Y] = (¢7):[X, Y] = 0.
= (%)Y =Y, Vs.
Schritt 2: Sei s € R fest. Definiere v(t) := ¢*(3%(p)). Dann gilt:

a) v(0) = ¢*(p);

B) F(1) = de” (¥ ()Y (4" (p) = d* (¢~ * ()Y (" (v(1))) =
= (7)Y (r() FE Y (y(1)).

= 7(t) = ¥*(v(0)) = ¥ (¢° ().
= ¢ (@' () = v(t) = ¥*(¥*(p))-

Y(t) = ¢ ot oot ot (p) = 4(0) = 0, 35(0) = [X,Y](p).

Allgemein: v : R — R¥ glatt, 4(0) = 0 = Die Abbildung ¢ — (\/1), t > 0 ist differenzierbar
an der Stelle ¢ = 0 und

Also folgt

d
X, Y)(p) =] ¢V ouVTop oy Vi) -

i £ 0 oV o Vi) — p
=lim .

t—0 t
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1.7 Lie-Gruppen

Definition 1.17. Eine Teilmenge G C R™*", heisst Lie- Gruppe wenn gilt
1. G ist eine Mannigfaltigkeit;
2. G ist eine Untergruppe von Gl(n,R), das heisst:

a) g,h € G= gh e G;
b) g € G=det(g) #0 und g~' € G.

Beispiel 1.12 (Lie-Gruppen).

1. G=GL(n,R)
G =SL(n,R) = {g € R | det(g) =1}
G=250(n)={g e R™" [g'g=1, det(g) =1}

G=U(n)={U e C™ | U*U =1}, wobei U* =UT
m=1:U(1)=8'cC)

5. G=SU(n)={U eU(n) |det(U) =1}

Bemerkung 1.10.

1. G C R™™ Lie-Gruppe = Die Abbildungen G x G — G, (g,h) — gh und
G — G, g+— g ! sind glatt.

2.veT,G, heG= vhelyG.
Die Abbildung T,G — Ty, G, v — vh ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis. Wihle v : R — G so dass v(0) = g und §(0) = v.
= Die Kurve t — v(t)h € G ist glatt.

= %lt:o'y(t)h =vh € Ty, G.

Die inverse Abbildung ist TgnhG — TgG, w— wh™1. []

Definition 1.18. Sei G C Gl(n) eine Lie-Gruppe. Der Vektorraum Ty G heisst Lie-Algebra
von G. Abkiirzung: Lie(G) :=TyG =: g.

Beispiel 1.13. sl(n) := Lie(SL(n)) = {{ € R™" | trace(§) = 0}
so(n) := Lie(SO(n)) = {£ e R™" | T + ¢ =0}

Wir werden zeigen, dass £,n € g = Lie(G) = [{,n] =&n—n€ € g.
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1.8 Exponential-Abbildung

Definition 1.19. Sei £ € R™*" und t € R. Wir definieren die Exponential-Abbildung

X kek

exp(t§) := Z 7 € R™*™,
k=0

Bemerkung 1.11. Es gilt:

1. die Reihe konvergiert;
2. & exp(t€) = Eexp(t) = exp(t&)E;

3. exp((t + 5)€) = exp(t€) exp(s€).

Lemma 1.17. Sei G € GL(n) eine Lie-Gruppe, g := Lie(G).
1. £eg = exp(t&) € G, VteR.

2. 7:R = G glatt, y(t + 5) = y(t)y(s), 7(0) = 1, 4(0) = £
— (t) = exp(t), Vi

3. 6€g,9eG = gég~ ' €g.

4-&neg=[{n=En—nieg.

Beweis. Sei € € g.

1. Definiere ein Vektorfeld X¢ : G — R™X™ durch Xe(g) :=€&g9 € TyG.

Satz1.11 5 >03vy:(—e,e) = G so, dass v(0) = 1, §(t) = Xe(v(t)) = &v(t) Yt € (—¢,¢€).
Sei B(t) := v(t) — exp(t£).
= B(0) =0, B(t) = £B(¢)-

Eindeutigkeit
OO B4 = 0Vt € (—¢, ).

Fiir ¢ beliebig gilt exp(t§) = exp(%ﬁ)N € G, wobei N so gewihlt ist, dass \%\ < e.

2. (s +1t) =(s)y(t) = A(t) = L] _ov(t+s) = L] _ v(s)v(t) = Ev(t).
= J(t) = &v(t) = Xe(v(2))-
= ~(t) = exp(t&) Vt.

3. 4(t) :=gexp(t&)g~! € G, v(0) = 1.
= g€g~! =4(0) € 4G =g.

4. n(t) := exp(t&)nexp(—t&) € g = Lie(G) nach 3.
= [&n] = &n —n& =9(0) € g.

Definition 1.20. Seien G, H Lie-Gruppen. Eine Abbildung p : G — H heisst Lie- Gruppen-
Homomorphismus, wenn p glatt ist und ein Gruppenhomomorphismus ist.
Notation. p:=dp(1) : g =T1G — ThH = .

Lemma 1.18. p ist ein Lie-Algebra-Homomorphismus, d.h.

p([&m]) = [p(€), p(n)] V& meg.
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Beweis.
Schritt 1: exp(tp(£)) = p(exp(t§)).
Definiere v(t) := p(exp(t£)). Dann gilt: v(0) = p(1lg) = Ly und

d d
V@) =] _plexp(se) exp(t8)) = ——| _ plexp(s8))p(exp(t8)) =

=(dp(1)€)p(exp(t8)) = p(&)p(exp(t)) = p(£)v(1)-

= p(exp(t§)) = v(t) = exp(tp(§))-

Schritt 2: p(g€g™ 1) = p(9)p(&)p(9) ™ .
Definiere v(t) := gexp(t&)g~ ! € G.

= p(v(1)) = p(g)p(exp(te))p(g)~* T p(g) exp(tp(€))plg) .
= p(g6g™ ") = &|,_op(v(¥) = p(9)p(&)p(g) ™ .

Schritt 3: p([€, n]) = [6(£), A(m)]-

d chritt
p([€, ) :E‘tzoﬁ(cxp(té)ncxp(—tg)) Schritt2

= 2|, plexpeNpmplexp(—te)) S

=2 li—o exp(tp(£))p(n) exp(—tp(§)) =

=p6(8)p(n) — p(m)p(&) = [6(£), A(m)]-

Beispiel 1.14 (Lie-Gruppen).

Aut(g) :={®: 9 — g | & VR-Isomorphismus, ®([{,n]) = [®(£), P(n)]}
Lie-Gruppe.

Der(g) :=Lie(Aut(g)) = {A: g — g | A linear, A[¢,n] = [A{,n] + [¢, Anl}
Lie-Algebra.

ad : G — Aut(g), ad(g)n:=gng™"
Lie-Gruppen-Homomorphismus.

Ad = ad : g — Der(g),

d
Ad(©)n=_| _ ad(exp(t&))n = —| exp(t&)nexp(—t€) = [&,7]
Ad(§) = [¢, ] € Der(g)
Lie-Algebra-Homomorphismus.

Ubung. ¢, n € R™™, y(t) := exp(t&) exp(tn) exp(—t&) exp(—tn) = 7(0) = 0, £5(0) = [£, 7).

Beispiel 1.15.

Lie-Gruppe { Diffeomorphismen}
G € R™™ Lie-Gruppe Diff (M)
g = Lie(G) Lie-Algebra Vect(M)
Ezxponential-Abbildung: | Fluss eines (vollstindig) Vektorfeldes:
R — R™" t — exp(tf) M — M, p+— ©'(p)
Adjungierte Abbildung: Push forward:
g—g, & gégt Vect(M) — Vect(M), X — p. X
Lie Klammer: Lie Klammer:
€] = € —né X.Y] = dXY —dYX
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Beispiel 1.16. F(M) := C>®(M) ={f : M — R | glatt}.

O : F(M)— F(M) heisst Automorphismus < ®(f + g) = ®(f) + D(g),
O(f-9) = @(f) - 2(g),
(1) =1,

® bigektiv und linear.

Aut(F(M)) = {Automorphismen}.
§: F(M)— F(M) heisst Derivation, wenn ¢ linear ist und 6(fg) = fo(g) +(f)g.
Der(F(M)) = Lie(Aut(F(M))).
Diff(M) — Aut(F(M))
% — {fr fop=1¢0"f} Gruppen-Antihomomorphismus (@ o )* = * o ¢*

Vect(M) —  Der(F(M))
X — Ly Lie-Algebra- Antihomomorphismus

Wobei Lx wie folgt definiert ist: Lx f = df o X.
Es gilt: E[ny] = —[Lx, ﬁy] =—LxLy + LyLx.

Ubung. Zeige df[X,Y] = —d(dfY)X + d(dfX)Y.

1.9 Immersionen und Einbettungen

Sei M C R¥ eine m-Mannigfaligkeit und sei n < m.

Definition 1.21. Eine Teilmenge N C M heisst Untermannigfaltigkeit (der Dimension
n), wenn N selbst eine n-Mannigfaltigkeit ist.

Definition 1.22. N C R! n-Mannigfaltigkeit. Eine glatte Abbildung f : N — M heisst
Immersion, wenn df (q) : TyN — Ty M injektiv ist Vg € N.

Definition 1.23. f: N — M heisst Einbettung, wenn gilt:
i) f ist eine Immersion,
i) f ist injektiv;
iii) f ist eigentlich, d.h. K C f(N) kompakt = f~1(K) kompakt.

Bemerkung 1.12. f ist eigentlich genau dann wenn fiir jede Folge q1,qs,q3, ... in N gilt:
f(q;) konvergiert gegen ein Element von f(N) = q; besitzt eine konvergente Teilfolge mit
Limes in N.
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Beispiel 1.17 (Einbettung). N C M Untermannigfaltigkeit. Sei f : N — M definiert

durch f(q) :=q
= f ist eine Finbettung.

Beispiel 1.18 (Immersion). f:S' — R? f(z,y) := (z,zy) Immersion, nicht injektiv.

Satz 1.19. f: N — M Finbettung = f(N) C M ist eine Untermannigfaltigkeit von M.

Beispiel 1.19. f: R — R? f(t) = (cos(t),sin(t)) ist nicht injektiv.

Satz 1.20. Sei M € R* eine m-Mannigfaltigkeit, N C M eine Teilmenge und n < m.
Aquivalent sind:

i) N ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n;

ii) Vpo € N 3U C M offen, po € U, 3V C R" x R™" offen, 3 Karte p : U — V so dass
VpeU
pe N <<= p(p) € R" x {0}.

Lemma 1.21. Sei f : N — M eine Einbettung und gy € N.
— JU C M offen, f(q) € U, 3V C N offen, qo € V, IW € R™™ offen, 0 € W,
dF :V x W — U Diffeomorphismus mit

i) Fq,0) = f(q) YqeV;
ii) F(q,2) € f(N) <= 2=0 VYqeV,VzeW.

Korollar 1.2. f|y : V — f(N)NU ist ein Diffeomorphismus.

Beweis.[Beweis von Korollar 1.2] Sei 7 : V x W — V die Projektion 7(q, z) := ¢q. Dann folgt:
L f(V)=f(N)NU;
2. fly : V. — f(N)NU ist bijektiv;
3. (flv)"t =m0 (F 1y (nyny) ist glatt.

Beweis.[Beweis von Satz 1.19] Sei pg = f(q0) € f(N).
KOT&%TI'Q 3V € N offen, g9 € V, 3U € M offen, pg € U so dass

flv : V. — f(N)NU Diffeomorphismus.

O.B.d.A. 3 Karte ¢ : V. — R™ fiir N.

= Yo (fly)~': f(N)NU — R™ ist Karte fiir f(N). "
Beweis.[Beweis von Satz 1.20]
ii) = i)

W := {y € R" | (y,0) € V} offen in R™. Definiere ¢ : W — N durch % (y) := ¢~ (y,0).

= 1) ist ein Diffeomorphismus von W nach N N U.
= 'L[)_l ist eine Karte fiir N.
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i) = ii)

Sei gqo € N gegeben. Wir kénnen Lemma 1.21 anwenden auf

die Abbildung N — M, ¢+ q.

= 3U C M, U C N, W C R™™"™ offen, mit g9 € U, 0 € W, und 3 ein Diffeomorphismus F : V x W — U so, dass die Bedingung von
Lemma 1.21 gelten. O.B.d.A. 3 Karte ¢ : V — Q C R™ fiir N. Sei ¢ := (¥ X id)o F~1: U - Q X W. Sei p € U = F(V x W). ¢ ist also
durch folgendes kommutatives Diagramm definiert:

—1
MHo>U 2~ vxw CcNxR™m"
«p\ ld)xid

Qx W CR™ xRM™™"

= 3JqeV,3z€ W so, dass p= F(q,z) = ¢(p) = (¥(q), 2).
pEN & F(q,2) € N=f(N) < z=0 (Lemma 1.21) < ¢(p) € R™ x {0}.

Beweis.[Beweis von Lemma 1.21] Sei f : N — M eine Einbettung, g9 € N
= df(q0) : Tag N — T(qy)M ist injektiv.

1.

Wihle Karte o : U NN — R™, U C RF offen, pg := f(qo) €U, (UN M) C R™ offen, ¢ : U N M — »(U N M) Diffeomorphismus.

Beachte dass d(g o f)(qo) : Tqy N — R™ injektiv ist.

Tpo M
d, d
50, e

Ty N d(¢0fﬂi£)) ing. R™

= 3 lineare Abbildung A : R™ ™" — R™ so dass die lineare Abbildung
Tgo N X R™7™ = R™, (w,¢) = d(¥ 0 f)(g0)w + AC
bijektiv ist.

Definiere 2 := {(g,2) € N x R™™™ | f(q) € U, o(f(q)) + Az € ¢(U)} 3 (g0,0) und F : @ — M durch F(q, 2) := ¢~ ' (¢(f(a)) + A2).
= dF(q0,0) : Teqg N X R" ™™ — Tp(g0y M ist bijektiv.

Nach Satz 1.9 folgt: 3V C N offen, g9 € V, 3W C R™ ™" offen, 0 € W so dass:

a) VXWCQ
b) F(V x W) C M offen;
¢) Flyxw : VX W — F(V x W) Diffeomorphismus.

F(q,0) = f(q) Yq € V nach Konstruktion.

Behauptung. 3Vy C V offen, qo € Vp, 3 Wy C W offen, 0 € Wy so dass:
q € Vp,z € Wy, F(q,2) € f(N) = 2=0.

Beweis. Wir nehmen per Widerspruch an, dass keine solchen Vj und Wy existieren. Dann 3¢q; € V,q; — qo. 32; € W,z; — 0,z; # 0,
F(gi,zi) € fF(N). ,

= 3q; € N so dass f(q;) = F(qi, 2:)-

= lim; 00 f(g}) = lim; 00 F(gs, 2:) = F(q0,0) = f(q0)-

i tlich
s ereetie q:; hat eine konvergente Teilfolge mit Limes in N.

O.B.d.A. ¢} — q) € N.

f stetig .
=" f(qp) = limj— oo f(q}) = f(q0)-

finjektiv
=55 qé:qo,d.h q;ﬂqo€V4

= Jig,Vi>ig q} € V.

= Vi>ig:(q},0) € V x W und F(g;,0) = f(a;) = F(ai, z:)-

= Da F: V x W — U injektiv ist, gilt: (q,0) = (q;,2;) Vi > ig.

= z; = 0 Vi > ig. Widerspruch. L

1.10 Submersionen

Definition 1.24. FEine glatte Abbildung f : N™ — M™ heisst Submersion, wenn die
Ableitung df (q) : TyN — Ty M surjektiv ist fiir jedes g € N.

Bemerkung 1.13.

1.

Submersion => n > m.
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2. f Submersion <= Jeder Punkt p € M st ein requldrer Wert von f.

Lemma 1.22. Sei f : N — M eine Submersion, qo € N.
= 3U C M offen, f(q) € U, g :U — N so dass

foglp)=p, VpeU,
9(f(q0)) = qo-

Beweis. Sei M™ C R¥, N™ C R! und df(qo) : Tgy N — T (qq) M surjektiv,

also gilt dim ker df(qp) = n — m.

= 3 lineare Abbildung A : Rl — R™"™™ so dass Alger df (q0) ker df (go) — R™ ™" bijektiv ist.

Definiere ¢ : N — M x R™ ™™ durch ¥ (q) := (f(q), A(g — q0))-

= dp(qo) : Tqg N — Tpqq) M % R" ™™, v — (df(qo)v, Av) ist injektiv.

= di(qo) bijektiv.

Sa,t:zl.Q IV C N offen, go € V, 3IW C M x R"~"™ offen, (f(q0),0) € W so dass ¥|yy : V — W ein Diffeomorphismus ist.
Sei U := {p € M | (p,0) € W}. Definiere g : U — N durch g(p) := %~ *(p, 0).

= U offen, f(q0) € U, 9(f(a0)) = ¥~ ' (f(20),0) = g0, (f(9(p)), Alg(p) — 90)) = ¥(9(p)) =

=4~ (p,0) = (p, 0).

= f(g(p)) = p. .

Korollar 1.3.
i) f: N — M Submersion => f(N) C M ist offen.

i) f: N — M Submersion, N # 0, N kompakt, M zusammenhingend = f ist surjektiv.

Beweis.

i) Seien go € N, f(qo0) € f(N), U C M und g : U — M wie in Lemma 1.22.
= f(g(p)) =p VP €U = U C f(N).

ii) f(N) # 0, f(N) kompakt, daher abgeschlossen, f(N) offen relativ zu M = f(N) = M.

Beispiel 1.20. Sei f : N — M glatt = Die Mengen U := {q € N | df(q) injektiv},
V:={q € N |df(q) surjektiv} sind offen in N.

Beweis. Ubung. []

1.11 Vektorbiindel

Definition 1.25. Sei M™ C R* eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein Vektorbiindel (iiber M
vom Rang n) ist eine Teilmenge E C M x R' mit folgenden Eigenschaften:

i) fiir jedes p € M ist die Menge E, := {£ € R | (p,&) € E} ein linearer Unterraum von
R! und dim E, = n;

i) E ist eine Mannigfaltigkeit in RF x R!.
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Bemerkung 1.14.
1. E C M x R Vektorbiindel = 3 Projektion w: E — M, w(p,§) = p.
2. 7 Yp) = {p} x E, heisst Faser von E tber p.

3. Fin Schnitt von E ist eine glatte Abbildung o : M — E so, dass m oo = idy;. Jeder
Schnitt hat die Form o(p) = (p,s(p)), s: M — R, s(p) € E,, Vp € M.

4. a(p) = (p,0) heisst Nullschnitt von E.
5. Beispiel: E :=TM ist ein Vektorbindel, E, = T,M, { Schnitte von T M } ={ Vektorfelder}.

Der folgende Satz gibt eine Charakterisierung von Vektorbiindeln.

Erinnerung: Eine Matrix II € R/ ist eine orthogonale Projektion wenn II7 = II = II2.

Satz 1.23. Es wird vorausgesetzt:
1. M C R” ist eine Mannigfaltigkeit;
E C M x R ist eine Teilmenge;

E,={¢ R | (p,&) € E} ist ein Vektorraum und dim E, = n fiir jedes p € M;

Fiir jedes p € M seiIl(p) € R™! die orthogonale Projektion auf E,, d.h. 1T =TI = I1%,
imII(p) = E,.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) E ist ein Vektorbindel;

i) Vpo € M 3 glatte Abbildungen s, ...,s, : M — R so dass s;(p) € E,, i =1,...,n,
p €M, und s1(po), ..., sn(po) eine Basis von E,, bilden.

iii) 11 : M — R™ st glatt.

Beweis.

i) = ii)
Schritt 1: 7 ist eine Submersion. Beweis:

a) dn(p,0): T(, 0)E — TpM ist surjektiv.
o(p) :=(p,0) = woo =id = dn(p,0)do(p) =id: TpM — Tp M.
b) (Aus Beispiel 1.20) Vp € M 3¢ > 0, V€ € Ep: [§| < € = dn(p, §) surjektiv.

c) dn(p, &) surjektiv, V€ € Ep: Definiere fy : E — E durch fy(p,§) := (p, A§), A > 0.

=>mofy=m fy' = fi/x
= dfa(p, &) : T(IJVE)E — T(p,)\E)E ist ein Isomorphismus.

= dn(p, A§)df )\ (p, &) = dm(p, §) ist surjektiver Isomorphismus, falls A|&| < e.
Da X > 0 beliebig ist, folgt, dass dn(p, £) suriektiv ist, V(p, ).

Schritt 2: Wahle Basis £1,...,&, von Ep. Nach Lemma 1.22 3U C M offen, pg € U, 301,...,0n : U — E glatt so dass 7 0 0; = id,
oi(po) = (po,&i), i=1,...,n.
= 0;(p) = (p,5i(p)), si: U — R glatt, s;(p) € Ep, Vp € U.

a) Wéahlee >0sodassp e M, |[p—po| <e=peU.

b) Wahle 8 : RF — [0, 1] glatt so, dass B(pg) = 1 und B(p) = 0, falls |p — po| > e.

c) Definiere §;(p) := { g(p)si(p) Z ; g §; glatt, s5(p) € Ep Vp € M.
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ii) = iii)
Sei pg € M. s1,...,8p : M — E wie in 1).
= Je > 0 so, dass Vp € M mit |p — po| < € gilt:
s1(p),---, sn (p) sind linear unabhéngig
(= s1(p), ..., sn(p) Basis von Ey).
Definiere D(p) € R*X™ durch D(p)n = Yy n's;(p). U := Be(po) C R,
= D:UNM — R:X" glatt, im D(p) = Ep, D(p) injektiv Vp € U N M.

= I(p) = D(p)(D(p)" D(p)) " *D(p)7.
= II ist glatt.

iid) = ii)
Sei £1,..., &n € Ep eine Basis, s;(p) := II(p)§; € Ep.

i) = i)
‘Wir miissen zeigen, dass E C RF x R eine Mannigfaltigkeit ist. Sei pg € M und ¢ : V — U N M eine Parametrisierung, mit pg € M NU.
O.B.d.A. 3s1,...,8n, : M — R glatt so, dass s1(p), ..., sn(p) Basis von Ep, Vp € U C M.
Definiere ¥ : V x R — (U x R)) N E durch &(z,n) := (e(x), 71 misi(e(x))).
= & ist Parametrisierung von E, ® 1 : (U x R)) N E — V x R™ Karte fiir E.
Es ist noch zu zeigen, dass ® ein Diffeomorphismus ist:

a) D(p)n =1y n'si(p)-
b) ®(z,n) = (¢(z), D(p(z))n) = @ ist glatt.

o) 2 Hp. &) = (¢ 1), (D@T D) 'D®)T¢) glatt.

Beispiel 1.21 (Vektorbiindeln).
1. Pullback:
E
lﬂ'

N L

JE={(¢,€) e N xR"| £ € Ef(g)}
/'E =TFo f.

2. Orthogonales Komplement: (E*), := E.-
e =1 -1~

1.12 Satz von Frobenius

Definition 1.26. Sei M™ C R* glatte Mannigfaltigkeit. Sei I C TM Vektorbiindel. Eine
Untermannigfaltigkeit E C F heisst Unterbiindel (von Rang n), wenn es selbst ein Vek-
torbiindel ist, d.h. wenn E, C F), ein Untervektorraum ist, dim &, = n, Vp € M.

Ein Unterbiindel von T'M heisst Distribution.

Sei E C T'M eine Distribution.

Definition 1.27. E heisst integrabel, wenn fiir jeden Punkt py € M eine Untermannigfal-
tigkeit N C M existiert so, dass po € N und T,N = E, Vp¢& N.

Definition 1.28. FE heisst involutiv, wenn fir alle Vektorfelder X,Y € Vect(M) folgendes
qgilt:
X(p),Y(p) € E, Vp € M = [X,Y](p) € E, Vp € M.
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Definition 1.29. Fine Bldtterungskarte fir E ist eine Karte o : UNM — V, U C RF
offen, V.C R™ x R™™" offen so dass Vp € UN M, Vv € T,M folgendes gilt.

Sei p(p) =: (x,y) und dp(p)v =: (&), ,§ €R™, y,n e R™™.
Dannv e E, < n=0, dh.VpeUNDM gilt dp(p)E, = R" x {0}.

Satz 1.24 (Frobenius). Sei £ C TM Unterbiindel. Aquivalent sind:
i) E ist involutiv;
ii) E ist integrabel;

iii) ¥Ypo € M 3 Blitterungskarte ¢ : UNM — V so, dass py € U.

Lemma 1.25. Sei E C T'M involutiv. Sei X € Vect(M) vollstindig so, dass X (p) € E,,
Vp e M. Sei @' der Fluss von X. Dann gilt de'(p) : E, — Euup), Yp € M, Vt € R.

Beweis.[Beweis von Satz 1.24]

iii) = i4)
Sei ¢(po) =: (z0,%0), zo € R™, yo € R ™™
N := <p_1(R" X {yo} NV) ist die gewiinschte Untermannigfaltigkeit.

ii) = 1)
Seien X,Y € Vect(M), mit X (p), Y (p) € Ep, Vp € M. Sei pg € M.
1:l>) 3 Untermannigfaltigkeit N C M so dass pg € N, T, N = Ep, Vp € N.
= X(p),Y(p) € TpN, Vp € N.
= X|nN,Y|n € Vect(N).
= [X,Y](p) = [X|N, YIN](P) € TpN = Ep, Vp € N.

i) = iii)
Sei pg € M. Nach Satz 1.23 3 Vektorfelder Xq,..., Xy € Vect(M) so, dass X;(p) € Ep, Vp € M, Vi, X1(po), ..., Xn(po) Basis von
E,. O.B.d.A. X; vollsténdig.
Seien i, ..., ! die Fliisse von X1, ..., Xp. Seien Y1, ..., Y,,_, € Vect(M) vollstindig so dass X1(po), - - ., Xn(p0), Y1(P0), - - -, Y —n(Po)

Basis von Tpy M. Sei w; der Fluss von Yj.

Definiere ¢ : R™ X R"*™" — M durch ¢ (z,y) := <pf1 o <p§2 o---0prn o wi’l o---0 wz:'i;" (po). Dann folgt:
s} X
a) i (0) = Xi(po), Fy-(0) = Y;(po)-
Also di(0) : R™ X R™ ™™ — T}, M bijektiv.

D D o
b) a—i(z,y) € Ey(z,y)» Y2,y (nach Lemma 1.25) = Ey (4, ) = Span{i, R ¥ 1.

Ty ? Ownp

= Ey(z,y) = d¥(z,y)(R™ x {0}).
= 3V CR™ x R™ ™™ offen, 0 € V so dass (¥|y) ' Blidtterungskarte ist.

Fiir den Beweis von Lemma 1.25 brauchen wir:

Lemma 1.26. Sei E C TM involutiv, 3 : R* — M glatt so, dass %(8,0) € Ejs0),
%—f(s,t} € Eﬁ(&t)
— %(S,t) € Eﬁ(&t).

Beweis.[Lemma 1.26 = Lemma 1.25:] Sei p € M, v € Ep. = 3 Vektorfeld Y € Vect(M) so dass Y (q) € Eq, Vg € V und Y(p) = v.
O.B.d.A. Y vollstindig.

= 37 :R — M so dass ¥(s) = Y (v(s)), Vs € R, v(0) = p. Insbesondere 4(0) = v und (s) € E Vs € R.

v(s)°

Definiere B(s, t) := ot (v(s)), B:R? — M.

Es folgt:
98.(5,0)=4(s) € By =E Vs €R
% (s, (s 5(s,0) . Lemma1.26 98 4y ¢ p ]
(s, 1) = Lot (v(s) = X (0" (v())) = X (B(s, 1)) € Egs, 1) } os pOD
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Beachte dass 92 (0, 1) = de'((0))7(0) = de'(p)v und Ego ) = E ot ()
Das heisst v € Ep = det (p)v € E‘pt(p).

Beweis.[Beweis von Lemma 1.26] Definiere pg := 3(0,0) € M. Wéihle Karte ¢ : UN M — R"
R™ x R™™™ offen. dp(po)Ep, = R™ x {0}.
de(p)

Ty M RALY R™ x RM™"
0] U
e(p)=(z,y) =
Ep - Ela,y)

RM—7

E(m,y) := de(p)Ep = Graph einer linearen Abbildung A(z,y) : R — R
wobei p := ¢ (z, y).

E(z,y) ={(&n) | £ ER™, n = A(z,y)¢}

VCR"xR™™ ", A:V — RM=1)Xn,

Notation. 4¢ =31, 2 Bag A (z, )€, %n =yian ,;f',’TAj(z,y)nj»
Behauptung 1. E involutiv, (z,y) € V, n:= A(z,y)¢, n' = Az, y)€’
= (Ghe+ Ggme = (55 + Fne
Beweis.[Beweis der Behauptung 1] z := (z,y) € V, £,&' : V — R™.
Definiere ¢(2) := (£(2), A(:)€(2)) und ¢'(2) i= (¢/(2), A(2)€’(2)).
N—— N——
n(z) n’(2)

C(=),¢' () € B
= [(,¢'](2) € E,. Also gilt:

[¢,¢"1(2) =d¢(2)¢" (2) — ¢/ (2)¢(2) =

X RM~" U C R* offen, pg € U, V = (U N M) C

=(d&(2)¢" (2) — d€' (2)¢(2), dn(2)¢ (2) — dn'(2)¢(2)) =

=(de¢’ — dg'¢, A(de¢” — dg'n)) + (0, (dAC')E —

B:R2 = UNM, o(B(s,t) = (201).

95 (6,0) € By = 2L(s,0) = A, ) 2
2. & 8(s,0) = 5 (5:0) = A, y) == (s,

ap oy ox
E(S’t) € Eg(s,t) = E(S’t) = A(E,y)g( )

Behauptung 2. (s t) = Az, y) g’: (s,t), V(s,t) € RZ.

%%wm[é&x’aeﬁgla%ﬂ%ﬁmg% Stimmt fiir ¢ = 0.
Sei n(s, t) == 9¥(s,t) — A(z,y) 9L (s, 1), n(s,0) = 0.
Dann folgt:

an 9%y 0A Oz aA dy\ Oz
Bt osor " asor (Bz ot oy 8t> ds
Ben1 0%y (BA oz 9A (Aax)
st 63875 Oz Bs (9y ds
o , dy OA , dy Ox
=505, —45 )*( (g—f“g))
NaENg——
=0 =n
2A | Oz
( oy ) ot

. o .
Das heisst 8—? = (%n) % mit n(s,0) = 0.
= n(s,t) =0, Vt.
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(dAQ)E') € E-.

s,0).

s, t).

as:

)89&7
ot

ot

"= (dAC)E — (dAQ)E = 0.



2 Geodiaten

2.1 1ste Fundamentalform
Léange einer glatten Kurve 7 : [0,1] — R™. L(7y) := fol |y|dt.

Bemerkung 2.1. L(y) = limy o 3,0, (%) = 7(5)] = [7(1) = 7(0)]
Y(t) =p+tlqa—p); L(v) = lp—ql < L(7).
(Eine gerade Linie minimiert Lange unter den Bedingungen ~(0) = p, v(1) = q)

Bemerkung 2.2 (Reparametrisierung). Sei« : [0,1] — [0, 1] so dass a(0) =0, a(1) =1,
a(s) > 0. Dann gilt L(y o a) = L(7).

Beweis. L(v o a) = [ | v(a(s))|ds = [§ [¥(a(s))|a(s)ds = [§ [4(t)|dt = L(v). .

7(0), 0<s<9d
Beispiel 2.1.  A(s) := 721)), 1-6<s<1l A(s) =~(als)) = L) = L(v).
Y(s), sonst

Sei M C R" eine zusammenhéngende m-Mannigfaltigkeit.

Definition 2.1. Sei 2, , :={y:[0,1] — M | v(0) = p,v(1) = ¢}.
Wir definieren eine Abstandsfunktion d : M x M — R durch d(p,q) := inf,cq, , L(7).

Lemma 2.1. d ist eine Metrik, das heisst Vp,q,r € M gilt:

1. d(p,q) = d(q,p);
2. d(p,r) < d(p,q) +d(q,7);
3. d(p,q) 20, d(p,q) =0=p=q.
Beweis.
1. v €Qp,q; 7(t) :=v(1 —t) = 5 € Qq,p. L(7) = L(v). Daher d(p, q) = d(q, p)-
2. Seie > 0.8Sei v € Qp,q: L(vo) < d(p,q) +¢
Sei v1 € Qq,r : L(y1) < d(q,7) + €.
O.B.dA7(t)=¢, 1 -6 <t <1, v(t)=q, 0<¢t <6
. 2t) ,0<t<1/2
Definiere v(t) := { 1?§2t)— 1, 1/2 S/t <1
L(v) = L(v0) + L(v1) < d(p, q) +d(q,7) + 2¢

= d(p,r) < d(p,q) + d(qg,r) + 2¢ Ve >0
= d(p,r) < d(p,q) +d(q, 7).

v E Qg

3. d(p,q) > |p—gql >0.
d(p,q) =0=|p—q|=0=p=gq.

Beispiel 2.2 (Abstandsfunktion). M = S? C R?
d(p,q) = cos™ (< p,q >) mit 0 < d(p,q) < .
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Auf M haben wir zwei Metriken:

d(p,q) = inf L(v);

YEQp,q

do(p,q) = |p — 4

Frage. Definieren diese Metriken dieselbe Topologie auf M?
Das heisst U C M offen beziiglich dy < U offen beztiglich d?
Aquivalent: A C M abgeschlossen beziiglich dy < A abgeschlossen beziiglich d?

Aquivalent: Sei p; € M Folge und py € M. lim;_.o. |p;

Antwort. Ja.

Lemma 2.2. Fir jedes py € M gilt: limy, 4.,

d(p,q)
Tp—al

offen so dass po € U und Vp,q e M NU :

(1—=¢)lp—q|l <dp,q) <

Beweis. 0.B.d.A pg = 0 € R™ =R™

(1+¢)lp—ql.

X RPT™ ToM =R™ x {0}.

_ p0| =0« lim;_ d(pm dO) =07

— 1 dh VYpo € M,¥e > 03U c R

M = {(z,

f(z)) | = € R™}, f:R™ — R™™™ glatt, £(0) = 0, df(0) = 0.

Wiéhle 6 > 0 so, dass |z| < § = |df (z)| < e.

Wihle U so, dass U N M = {(z, f(z)) | |z| < &§}.

p,q €U = p = (z0, f(z0)), |zo| < und ¢ = (z1, f(z1)), |z1| < ¢

(1) = (wo + t(z1 — o), f(wo + t(z1 — x0))) = ¥(0) = p,¥(1) = q, [z(t)| < 6, |df (x(t))] < e

¥(t) = (z1 — @0, df (z(t))(z1 — T0))

7)) < |21 —zol + |df (@ (¥)||z1 — 20| < (1 +e)|zr —zol < (1 +€)|p — gl (da |df (z(t))] < e)

= L(v) <A +e)lp—ql=dp,q) <A +e)lp—ql

Frage. Konnen wir die Parametrisierung ¢ so wihlen, dass L(ioc) =

@'(@), -

1

Notation. = = (z', ...,

z/;o

Definition 2.2.

gl]

™) eV CR™; ¢(x) =

c /y
:/01\

Yr(z)); cft

R

-/ =2 el G (et )i 1)
Z 052 (@) = (95 (a), 22 ()

heisst 1ste Fundamentalform von M.
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r €V = g(z) = dip(z)Tdyp(x) symmetrisch positiv definit

Lioc) = /0 S g(e)e (et (@)

ij=1

L(¥oc) = L(c), Ve <= gij(z) =0y <= dip(z)'dy(z)=1,Vr €V (5)
= 1 erhélt Winkel und Flédcheninhalt.

Beispiel 2.3. Sei M = S2.

(:52 W bildet gerade Linien auf Grosskreissegmente ab.

= Ay :R? — 82, die die Winkel und der Flicheninhalt erhihlt.

(daa+B+~vy=mauf R und a+ 3+~ =m+ A auf S?, A = Flicheninhalt des Dreiecks
ABC mit Winkel «, (3, 7).

Frage. Gibt es v € 2, so, dass L(y) = d(p, q)? Ist dieses 7 eindeutig?

D.h. wir untersuchen Minima der Lénge L : €, , — R. Die gleiche Frage kann man fiir die
Energie stellen. £: Q,, — R, E(y) = %fol 1y(t)|dt.

Vorteil: E hiangt “glatt” von « ab. L hdngt “glatt” von v ab nur dort wo §(t) # 0 Vt.

2.2 Orthogonale Projektion auf Tangentialraum

p € M, T,M C R" ist ein linearer Unterraum. II(p) € R™*" ist die orthogonale Projektion
auf T, M (nicht zu verwechseln mit 7 : TM — M; T,M > x +— w(z) = p).

Erinnerung

i) II(p)? =1I(p); “II Projektion”

ii) (p)T =1M(p); “II orthogonal”

iii) v € T,M < Il(p)v = v;

(1),ii),iii) bestimmen II(p) eindeutig)
iv) IT: M — R™" ist glatt (Satz 1.23).

Beispiel 2.4 (Orthogonale Projektionen).

1. M™ C R™ Hyperfliche (n=m+1). Es gibt fiir jedes p € M einen Einheitsnormalen-
vektor v(p) € R™ dh. :
v(p) LT,M, |v(p)| =1
(p)v = v— <wv,v(p) > v(p)
(p) = 1 — v(p)r(p)" € RImH*CmrL),

1 —P% —P1P2  —P1P3
2. PCRv(p)=p=HUp)=1—pp" = —popr 1—p3 —paps

—pap1 —psp2 1 —p%
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3. M = f71(0); 0 regulirer Wert von f : R"™ — R"=™ T M = ker df (p)
= T1(p) = 1 — df (p)" (df (p)df (p)") ~'df (p).

4. Fir eme Kartey : V - MNU; VCR™ UCR"
TywyM = im dy(x); (¥ (x)) = dib(z)(dd(z)" di(x)) dip(z)" .

2.3 Kovariante Ableitung (entlang Kurven)

v: 1 — M glatt; I C R Intervall.

Definition 2.3. Ein Vektorfeld entlang - ist eine glatte Abbildung
X : I —R" sodass X(t) € T,yyyM Vt € 1.

Notation. Vect(y) = {X : I — R™ | X Vektorfeld entlang ~v}.

Fiir X' € Vect(y) ist im Allgemeinen X(t) ¢ T\ M, X (t) = I(y(t) X () + (1 —TI(~(t))) X (t)
mit TH(7(8) X (£) € Ty M und (1 — (7 (1)) X(t) € (T, M)

Definition 2.4. Der Vektor VX (t) = TI(y(t)) X (t) € TysyM heisst kovariante Ableitung
von X an der Stelle t.

Bemerkung 2.3.
1. X € Vect(y) = VX € Vect(y);
VX =0s X(t) L TypyM YVt € I “X parallel entlang v7”;
3(t) € Vect(y);
Vi(t) =(y(1)5(t); Vi =0 5(t) L TyMVt € I;

Gro e

X,Y € Vect(y) = (X (1), Y (1)) = (X(), Y (£))+(X (1), Y (1)) = ([I(y() X (t), Y (1) +
(X0, Iy ()Y (1) = (VX(1), Y (1)) + (X(2), VY (t).

2.4 (,, als unendlichdimensionale Mannigfaltigkeit

Eine Kurve in €2, , ist ein glatte Abbildung v : R — €, ,; s — 7,, d.h. die dazugehdrige
Abbildung: v : R x [0,1] — M; (s,t) — 7s(t) ist glatt.

Definition 2.5. Der Tangentialraum von §2, 4 an der Stelle v € Q, , ist die Menge aller

Ableitungen von Kurven in €, , mit o = 7:
T, = {%L:O% |7 R — Q45 8 — 75 glatt, vo =7}
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Bemerkung 2.4. Sei X = - _ Vs € T,8 4, dann ist
i) X(t) = % o Ys(t) € Tv(t)M’
i) X(0) = £] _7(0) =0, X(1)=0

Ubung. 7,0, = {X € Vect(y) | X(0) = 0, X(1) = 0}.
Zu zeigen: VX € Vect(y) mit X(0) =0 = X (1) gibt es eine glatte Kurve von Kurven
R — €45 5 = 75 50, dass 50 =7, £] _ 7 = X.

dS S=

2.5 Kritische Punkte von Energie und Linge

dE(v) : 7,9, 4, — R linear ist deﬁniert durch:
dE(7)X =4 woE(s) fiir X = ds .o"s- Genauso dL(y )X

ds

—_— L( )S)-
s=0

Definition 2.6. [ C R Intervall; v : I — M glatt heisst Geoddte wenn V4(t) =0, Vt € I.

Satz 2.3. Sei v € Q,,. Dann sind dquivalent:
1. 7y ist ein kritischer Punkt von E, d.h. dE(y)X =0VX € T.Q,, ,;

2. Entweder ist y(t) = p = q Vt oder |¥(t)| = konst # 0 und ~ ist ein kritischer Punkt
von L, d.h. dL(7)X =0, VX € T .8, ,;

3. V4 =0.

Beweis. Gegeben sei X = %}5:075 € TyQp g mit v: R — Qp g5 s = vs, 70 = 7. Dann gilt:

d
dE(v)X = — E =
NX =] _ B

d 11 . [, 0 . . _
ooz [ e anenar =[] a0, 500 =

1(9 a‘
“Jo ‘ot os

e d part. Int. 11, _ 1
= [Mao. S xanar = [N G, xena - [, x @

1 9 L
o= G0dt = [ (X @), sonar = [ X1, 50)at =

X(0)=X(1)=0
1 at
= (0, XO) ~ [ (930, Xy =~ [ (v50), X(0) e

mit X (t) € T4y M und V(t) € II(v(t))7(t)-

1. & 3.
dE('y)X =0VX € TyQp,q & H(t) L Ty)M Vt € [0,1]
“<" in (%) einsetzen
“=” Angenommen Jtg € [0,1] : 5(t) & (T. (t)IW)
Wir suchen ein X € T 4 so, dass dE(v)X # 0.

Nach Annahme Jvg € T (1) M : 0 < (§(t0),vo) = (¥(to), IL(~v(t0))vo)
= 3e >0: Vt € [tg —e,tg+e]N[0,1] : (§(¢t), I(~v(t))vg) > 0 (wegen Stetigkeit).

O.B.d.A. tg € (0,1), (to —e,to +¢€) C [0,1]. Wihle 3 : [0,1] — [0, 1] so dass 3 glatt,
B(to) =1, B(t) =0 fiir [t —to| > e. X(¢) := B(E(y(£))vo-

Nun ist X € TyQp q und dE(7)X = /j()of B()(T1(~(£))vo, ¥ ())dt < 0.

Auch unter Annahme von 1. gilt: |§(¢)| = konst. Beweis:
1) = %H(t}\Z = 2(%(t), ¥(t)) = 0. Denn wire (5(to), ¥(to)) # 0, fiir ein tg € [0, 1], so géibe ein B (wie im Beweis “1. = 3.”) so, dass
fir X (1) i= B(£)3(t):

dE(Y)X = {t’é’f B(£)(5(), 4())dt # 0. (Widerspruch zu 1.)
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Fall 1: |[4(t)| = 0: 1) gilt, 2) gilt trivial.
Fall 2: [§(t)] = ¢ > 0. Sei X = L| _ vs € TyQp 4.
dL()X = —\ / s ()]t =

:/ (o (t), 2| _o¥s(®)
[0 ()]

dt =
101 d B

== [ G, X =

= Lam(yx
c

d.h. fiir |¥| = ¢ haben E und L die gleichen kritischen Punkte.

2.6 Geoditen in lokalen Koordinaten

Sei M C R™ glatte m-Mannigfaltigkeit, 1) : V' — U lokale Parametrisierung, V. C R™, U C M
offen, v : I — U glatte Kurve in M, ¢: I — V glatt so, dass y = ¢ oc.

Wir wollen die Geodéten-Bedingung V4 = 0 in eine Bedingung an c iibersetzen.

Fiir X € Vect(y) wollen wir VX in lokalen Koordinaten berechnen.

X(t) € TyyM = imdip(c(t)), also gibt es eine (eindeutige) Abbildung £ : I — R™ so dass
X (t) = du(c()&(t) = X0, 25(c(t))E'(b).

Wie kénnen wir VX (¢) = TI((t)) X (t) = in lokalen Koordinaten ausdriicken?

X(t) = X0 g ()& (DE1(D) + Ty 53 (e(1)E (1)
I(y(2)) ger () = 55 (2) € TyyM = im dy)(x).
Wir definieren die Christoffel-Symbole I'}; durch II(¢)(x)) 81:’8901( x) =y T )a—w(:c)

mit ['};(x) € R.
Berechnung;: FZ(@ = Fﬁ(@

Damit haben wir bewiesen:

Lemma 2.4. Sei X (t) = 37, 22 (¢(t))E(t), dann ist

i=1 Jx?

V() = D0 08 (elt) (s"f(w + 30 T (e <t>> -
= 30 2 (el ()
mat .
(VO =&+ > Tiee (6)

Korollar 2.1. Seic: I — V glatt. Dann gilt die Geodditen-Gleichung:

v =1 oc Geodite <= ék—i-ZFfj(c)c'ic'jEOVk:L...,m

ij=1
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Beweis. Lemma 2.4 mit X = 4 = dy(z)&.

Vi=0&VE=0eVe=0s "+ 7 _ TF ()¢ =0 Vh=1,..,m. .

Erinnerung.
Iste Fundamentalform g;;(x)

<g;pi (@), %@» mit (gi;(x))ij=1...m = dYT (z)dy(z) € R™™,

Bemerkung 2.5.

1. det(gij) # 0, denn: dip(z)"dy(2)€ = 0 = 0= (§, dpTdy€) = |dy ()]
= dp(z) =0 =¢=0;
2. Wir bezeichnen (gi;(x)) ™" mit (¢"(x)), d-h. 327" gij(x) g’ (x) = 6;;

3. gij = 9ji, g = g'*;

4o XY € Vect(y): X(1) = 321, gi(c(t))€'(t) und Y (t) = 377, g5 (c()p (1)
= (X(0), Y1) = 2277 95 (c(£)€ (1) () = (€(2), n(6))g(ery
Notation. (£,1)() = Z” L 9ii(e) & ;

5. G{X(1),Y () = (VX(1),Y(t) + < (1), VY'(1))
= G {&Mae) = (V& Mg + (& Vdge) mit (V)" wie in (6).

Beweis.

(C)(Vn)]> =

(c) >+<Z—< e, Z

=3 0V T+ g5 ()€ (V)T =
i,7 i,7

d
E<X Y) (Z f(C)(Vﬁ) Z

={(V& M yg(e) T (& VM g(e)

Lemma 2.5.

o Die Christoffel-Symbole Ffj : V' — R sind eindeutig bestimmt durch (6) und Fk = Ffl,
. 0 9gi;
[ ] Flij = Zk glkf‘f] Dann ngt Ff] = Zl gleh-j und Flij = %(g‘?f + agzlf - %) = Flji'
Beweis.

d
= &My = (VE&Mge) = (& Vmg(e) =

Z (913(0)5 n )—Z gk () (€ +Z r¥(oete)n’ —Z gir (€ (" +Z ¥ en’é) =

=3 g” @&ne = 3 g@ri@enie = 3 gi(@rk ()einié

i,5,0 i,5,k,1 i,4,k,1

= Z (o 9933 () — Z gk (TR () = 3 gin (T (e)) e n? !
i,5,0 k

Also (2., 3. gelten durch Vertauschen von Indizes):

dg;
L ZH =T+ T

g1
2. 8:} =T +Tuij =Tiji + iy

Bql]
9zt Fjl7 + Fl]l = Fg7l + Flz]
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_ 991 | %915 9944
243 -1 = 2y = 2 4 2

Lemma 2.6. Seip € M, v € T,M. Dann ezistiert eine (eindeutige) Geoddte y : (—e,e) —
M mit e > 0 so dass v(0) = p, ¥(0) = v.

Beweis. ¢ : V. C R™ — U C M lokale Parametrisierung nahe p. 1 (z) = p; dy(z)€ = v. Gesucht: Lésung c : (—e,e) — V von:

c(0) ==
¢(0) =¢

Das Lemma folgt mit v = ¢ o ¢ aus der Existenz und Eindeutigkeit fiir gew&hnliche

{ &+ T (e)eled =0 Vk=1,...,m

Differentialgleichungen. []

Alternative Berechnung der I‘fj
Energie in lokale Koordinaten c: [0 1] - V.
= fol > gig(o)ctdddt = fo (¢, ¢)dt;
c erfiillt Vé =0 <= 1 o c = v Geodaite.
<= 7y kritischer Punkt von E <= c kritischer Punkt von E
& c erfiillt Euler-Lagrange Gleichung:

d OF ) OF .
S (elt),é() = 5 (elt), (1) 7)

Vergleich von (7) und (6) = 0 gibt Formel fiir '¥.

"
Beispiel 2.5 (Geoditen).
. M={zeR"| |z|<1},p=0,ve oM =R", |v]=1,~(t) =tv, -1 <t < 1.

2. M=S"1TCR", M={zeR"| |z|=1},pe S"LveT,M, |v|]=1 <pov>=0,
Y(t) = pcost +vsint, t e R. 4 = —y L Ty M.

2.7 Geodatisch vollstindige Mannigfaltigkeiten

Definition 2.7. Eine Mannigfaltigkeit M C R™ heisst geoddtisch vollstindig, wenn es
fiir jeden Punkt p € M und jeden Tangentialvektor v € T,M eine Geoddte v : R — M gibt
so, dass v(0) = p, ¥(0) = v.

Definition 2.8. Sei M eine geoditisch vollstindige Mannigfaltigkeit Sei p € M.
Die Exponentialabbildung von M im Punkt p ist die Abbildung exp, : T,M — M die
durch exp,(v) := v(1) definiert ist, wobei v : R — M die Geodite mit v(0) = p, ¥(0) = v.

Lemma 2.7. M geoditisch vollstindig, p € M, v € T,M, v: R — M Geodite mit
7(0) = p und §(0) = v = (t) = exp,(tv).

Beweis. Fiir A € R definiert man v, (t) := v(\t)

= Fa(t) = AY(At); Ha(t) = AZH(At)

= Vaa(t) = m(ya @) (t) = A2 (y(tA))F(At) = A2V (At) = 0
Yx : R — M eine Geodite, vy (0) = p, ¥5(0) = v

= (1) = exp, (Av) = v(A). "
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Korollar 2.2. dexp,(0) =id : T,M — T,M.

Beweis. dexp,, (0)v = %‘t:o expy, (tv) = ¥(0) = v.

Korollar 2.3. M geoddtisch vollstindig, p € M, B,(p) ={v € T,M | |v| < r}.

U, = exp,(B,(p)) C M.

= dr > 0 (hinreichend klein) so, dass U, offen ist und exp, : B,(p) — U, ein Diffeomor-

phismus ist.

Satz 2.8. M sei geoddtisch vollstindig. Sei p € M und r > 0 wie tm Korollar 2.3.

Seiv € T,M so dass |v| <r. Sei q:=exp,(v). Es gilt:
1. d(p,q) = |vl;

2. Fallsv : [0,1] — M eine glatte Kurve ist so, dass y(0)

ist so, dass $(0) =0, B(1) =1, B(t) > 0 V.

=p, (1) =g, so gilt L(y) > [v].
Falls L(7y) = |v| so gilt v(t) = exp,(B(t)v) wobei 3 : [0,

1] — [0, 1] eine glatte Abbildung

Lemma 2.9 (Gauss Lemma). Sei w(t) € T,M, |w(t)| = ¢ Vt.
, — ; Jda OJa\ —
Sei a(s,t) == exp,(sw(t)) € M. Dann gilt (5%, 5;) = 0.
Beweis.
1. s =0, a(0,t) = exp, (0) = p; 22(0,t) =0 = (£2(0,t), $2(0,1)) =0
2. s+ afs,t) ist eine Geodate (Lemma 2.7)
= die Abbildung s +— ‘ (s, t)| = |w(t)| = e ist konstant = ‘da (s,t)| =€ Vs, t;
3. da VS% =0 (s — a(s,t) Geodite):
aaaaa_vaaaa Bavaa_
g(g« §> = Sg’ E) + (Ev SE> =
_ da 8%a _
—( (04)7> = (I )7 858t>
_ Ba 9 Oa 10 O« 2
=G w %) T el el T

.= < 22(0,¢),22(0,t) >=0 _
HOLH ><ge g >0

3. = £ < 9o, >=0

Beweis.[Beweis von Satz 2.8] ¢ = exp, (v), |[v]| =€ <r, v:[0,1] — M, v(0) =p, v(1) = q.

Fall 1: y(t) € exp,(B:(p)) Vt € [0,1]. Dann:

7(t) = exp, (B(H)w(t)), B(t)w(t) € Be(p), w(t) € TpM, |w(t)| = e.

B(t) € [0,1].

= B(0) =0, (1) =1, w(l) = v. a(s, t) := exp, (sw(t)) = v(t) = a(B(t),t)

= 4(t) = B 32 (B(), 1) + F2(B(#),1).

()2 PR 31)2 G2 |2 4 | 95 |2 > B(6)%| B2 = B(p)2e?

= ¥ > 1Bt)le = L(v) = [ 15®)Idt > e [§ 1B(t)|dt > < [ Bt)dt = =(B(1) — B(0)) = &.
Wir nehmen nun an, dass L(v) = |v| = £ Dann gilt B(t) > 0 vt = 22(B(t),t) =0

= B(t) > 0 Vt und entweder 3(t) = 0 oder w(t) = 0

= 7(t) = exp, (B(t)v).

Fall 2: 3t () € exp,(Be(p)). Dann Linge L(vy) > e.

M c R™ Mannigfaltigkeit, d(p, q) = inf,cq, , L(7).
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Definition 2.9. Fine Teilmenge A C M heisst beschrdnkt, wenn es einen Punkt py € M
gibt so dass sup,,¢ 4 d(po,p) < 00 (%)

Bemerkung 2.6. Wenn (x) fir ein py € M gilt, dann gilt es fir jedes po € M.

Bemerkung 2.7. Sei M eine nicht zusammenhdngende Mannigfaltigkeit; p,q in verschiede-
nen Zusammenhangskomponenten. Dann gilt 2, , = 0 und d(p,q) = oo.

Beispiel 2.6 (Beschrinkte Teilmenge). M = {(z,y) € R* |2 > 0,y =sin 1},
B :={(x,y) | 2* +y* < 1}. A:= M N B nicht beschrdinkt!

Beispiel 2.7 (Beschrinkte Teilmenge). M = (0,1) C R, d(p,q) = |p—q| <1 Vp,q € M.
A = M bechrinkt, abgeschlossen (rel. M), nicht kompakt.

Ubung. Sei (M,d) metrischer Raum. Jede abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge von M ist
kompakt <= Jede beschrénkte Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge. ()
(pr € M beschrinkt <= {p; | k € N} beschrinkt).

Frage. Fiir welche Mannigfaltigkeiten M C R"™ gilt (x)?

Satz 2.10. Ser M C R" eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit. Dann sind dquivalent:
1. M st geoddtisch vollstindig,
2. (M,d) ist ein vollstindiger metrischer Raum;

3. Jede abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von (M,d) ist kompakt.

Beweis. 3. = 2.:

Sei pp, € M eine Cauchy-Folge beziiglich d:
Ve > 03kg € N Vk, 1 > ko, d(pk,p1) < €
e=1: 3koVk,l> ko d(p,p;) < 1.

Sei ¢ := maxi <<k d(p1,pg) + 1.

Dann d(p1,pg) <c Vk eN:

o k<ko V-

o k>ko: d(p1,pr) < d(p1,Pkg) + d(Prg.Pr) Sc—1+1<c V-

= pj beschriankt % 3 eine konvergente Teilfolge Pk; — P
= pr — p € M (da pp, Cauchy-Folge).

Fiir den Rest des Beweis von Satz 2.10 brauchen wir folgendes Lemma. n

Lemma 2.11. Sei X € Vect(M). Sei v : (O,T — M eine Integralkurve von X. Sei pg € M
t=0

s0, dass limy o0 7(t) = po. Sei Yo(t 7 t 0 < t<T

= 7o ist differenzierbar in t =0 und 70(0
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Bemerkung 2.8. D.h. vy ist eine Losung des Anfangswert Problems “o(t) = X (70(t))

(t>0), %(0) = po
= 3 Integralkurve §: (—e,T) — M wvon X so, dass (3(t) = (t) vt > 0.

Beweis.[Beweis von Lemma 2.11]
Sei & > 0 geg.: wihle p > 0 so, dass |p — polpenm < p = |X(p) — X(po)| < ¢
wihle § >0Vt € (0,T): 0<t <8 = [v(t) = pol < p.

Behauptung. 0 < t < § = ‘m — X(po)| <.

Das Lemma folgt aus der Behauptung und der Definition von Differenzierbarkeit.
Beweis.[Beweis der Behauptung] Sei 0 < s <t < 6.

7(®) = 2(6) = (6 = )X (wo)| = | [ 5r)ar = (¢ = )X 00)]| =
| [T (X6 = X)) ar] <
t
< [T 1x G = Xwo)|ar <

t
S/ edr = (t — s)e < te
s

v(t) —po —tX(p)| < et.

2.8 2te Fundamentalform

Sei p € M, II(p) € R™*" orthogonale Projektion auf 7, M.
9 e v Ywel,M

Db T = 1) = 1075 Mo ={ 0 €T

IT: M — R™" ist glatt, dll(p) : T,M — R™™.

dIl(p)v = %L:OH(V@)) e R veT,M;~v:R— M, v(0)=p, ¥(0) = v.

Lemma 2.12. Sei p € M, v,w € T,M = (dli(p)v)w = (dl(p)w)v € T,M* d.h. wir

erhalten eine Bilinearform: h, : T,M x T,M — T,M=*. h, heisst 2te Fundamentalform

von M an der Stelle p.
hy(v,w) = (dIl(p)v)w

Bemerkung 2.9. Die erste Fundamentalform von M an der Stelle p ist das innere Produkt
(des R™ eingeschrankt auf T,M) :

T,M xT,M — R
{ (v, w) = (v, w)

Beweis.[Beweis des Lemmas] Seien p € M, v,w € Tp M.

Wihle v : R — M glatt, v(0) = p, 4(0) = v.

Wahle X € Vect(v) so, dass X(0) = w. (z.B. X(¢t) := I(y(t))w € Ty 4) M)
= X(1) = H(v())X(1) |

($5) = X(®) = ()X (8) + (dI(v()7() X (1) = VX + hy (¥, X),
hy(§, X) = (1 —T(7))X € T, yM*, t =0;

hyp(v,w) € TPMJ‘ “Gauss-Weingarten Formel”.

Sei 5 : RZ — M glatt mit (0, 0)

B =p, 68(OO)*vund (00)710
X(s,t) i= G (s,t) € Ty(s )M, Y(s,t) := 21 (s, 0).
25 85 oy
(5o 50 = hs (— Y)= (-1 o =
= (1 — I1(5 7y _ 115y 2% =
= (1 - (W))asat =1 - (7))5—
5 85 87

= h3(50. X) = ha(55 20)

sets0 hp(v,w) = hp(w,v). L]

37



Beispiel 2.8 (2te Fundamentalform). Sei v : R — M, X = 4. Gauss-Weingarten:

¥ =Vy+h,(9,7) (8)
v Geodite <= Vi=0 <& 5=h(44) 9)

Was ist TTM? (p,v) € TM, TipyTM C R* x R"?

Kurve in TM ist ein Paar (v, X), v: R — M, X € Vect(7y), (y(t), X(t)) € TM,

Ty TM = {(wo, w1 + hy(wo,v) | wo,wy € T,M};  dim T, yTM = 2dim M.

Vektorfeld auf TM, Y € Vect(T M)
Y(p,v) € TipTM. Y(p,v) := (v, hyp(v,v)).

Integralkurven von Y : t — (y(t),¥(t)); v Geoddte nach (9).
(7, X) =Y (v, X), 7 = hy(1,7), X =7.

Satz 2.13 (Hopf-Rinow). Sei M zusammenhingend, geoddtisch vollstindig
= Vp,q € M 3 Geodite v : [0,1] — M so, dass v(0) = p, v(1) = q, L(y) = d(p, q).

Beweis.[Beweis von Satz 2.10 (Fortsetzung)]

2. = 1.
Sei pg € M, vg € Tpo M.
Sei v :[0,T) — M eine Geodéte mit v(0) = po, ¥(0) = vg, T < oo.
Widerspruchsannahme: [0, T") ist das maximale Existenzintervall (in RT).
[4(t)] = konst = |vg| vt € [0,T)
Sei 0 < s <t < T, es folgt:

t
a(r(),7(0) < LOlja) = [ F0ldr = (¢ = s)lwol

tvs_'lTir;n’KT d(v(s),~(t)) =0

Fiir jede Folge t;, — T, t) < T ist y(t}) eine Cauchy-Folge in M.
Aus 2. folgt: fiir jede Folge t) T existiert der Limes limy_, o v(t%)
= limg 7 y(t) =: p1 € M existiert.

Da M eine Mannigfaltigkeit ist, besitzt p; eine kompakte Umgebung in M, d.h. 3e > 0 so, dass die Menge B¢ (p1) := {p € M | d(p,p1) < €}
kompakt ist. o
Sei §:= =y = (1) € Be(p1) VL€ [T —6,T)

7 ist eine Geodite:

F() = hoy (o) (7(1), ¥(2))
Da B, (p1) kompakt ist, gibt es eine Konstante ¢ > 0 so, dass:
(dI(p)v)v = |hp(v,v)| < clv]®>  Vp € Be(p1) VoveTpM

= Vt € [T = 5,T) gilt: [5(1)] < el4(1)|* = clvo|?
= 13(t) = 4(s)| S clvol?|t —s| Vs, t € [T ~5,T)
= Der Limes vy := lim; 7 §(t) existiert in R™.

Da (t) € T, (y) M Vt folgt, dass vy € Tp; M; d.h. Limes lim¢_~7 (v(t),¥(t)) = (p1,v1) existiert in TM.

Nun ist t — (y(t),¥(t)) eine Integralkurve des Vektorfeldes Y € Vect(T'M) das durch Y (p,v) = (v, hp(v,v)) definiert ist.

Aus Lemma 2.11 folgt, dass die Integralkurve (v, ) sich auf ein grosseres Intervall [0, T + ¢) fortsetzen ldsst, d.h. [0,T) ist nicht das
maximale Existenzintervall von ~. (Widerspruch)

Sei k C M abgeschlossen und beschrinkt (beziiglich d). expy, : Tp M — M glatt. Aus Satz von Hopf-Rinow folgt:
Vg € K 3v € TpM so, dass exp,(v) = q, |[v| = d(p, q)

(Die Geodéte von p nach q hat die Form ~(¢) = exp, (tv))

K beschriankt = 7 :=supgc g d(p, q) < o0

By ={vE€TpM | |v] <r} = K C exp,(By)

Sei K := {v € B, | expp,(v) € K} C TpM

K=B,n exp;l(K) beschrankt und abgeschlossen

= K kompakt _

= K = exp,(K) kompakt.
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Lemma 2.14. ¥,(p) :={v € T,M | |v| =1}, Sc(p) :={p' € M | d(p,p’) = ¢}
Wir nehmen an, dass € so klein ist, dass exp,, : Y.(p) — Sc(p) ein Diffeomorphismus ist.

Seien v,w € T,M, so dass |v| = |w| = ¢, d(exp,(v); exp,(w)) = 2¢. Dann gilt: w = —v.
Beweis.
Behauptung. Vv, w € Tp M : lims_,qo w = |v— w|.
Beweis.[Beweis der Behauptung]
lim d(expy, (6v), expy, (dw)) - lim d(exp,, (0v), exp, (dw)) |exp,(6v) — expy, (dw)] -~
5—0 § T 5-0 | expy, (dv) — exp, (dw)] S N
- lim \expp(év) - expp(éw)\ _
5§—0 5
- lim lexr)p(év) -p p- expp(éw)‘ _
§—0 8 8

= |dexpp(0)v + dexpp(O)(fw)‘ =

= v — wl|
L]
Sei nun v # —w, dann gilt |[v — w| < 2, weil:
v —w|? = |v|? + |w]|? = 2(v,w) < 4 da (v, w) > —1
d sv), s
Aus der Behauptung folgt: limg_, o dlexpy (4v) oxpp (Jw)) <2
38 > 0: d(exp, (dv), exp,(dw)) < 26, 6 < e
d(expy, (ev), expp, (Sv)) =e—94
= d(expy(ev), expp (ew)) < +d(expy, (8v), expy, (Sw)) < 26 < 2e n
+d(exp,, (dw), exp, (sw)) =e—34

Ubung. M C R kompakte Mannigfaltigkeit = M vollsténdig.

Beweis.[Beweis von Satz von Hopf-Rinow| M zusammenhéngend, geoditisch vollsténdig. p, g € M, r:=d(p,q). Nach Korollar 2.3 gilt:
21(p) — Se(p), v — expp(s'u) ist ein Diffeomorphismus fiir € hinreichend klein.

Schritt 1: d(Se(p),q) = r — € fiir € klein. Beweis. Sei § > 0
= 3v:[0,1] - M, v(0) =p, v(1) =q, L(v) <r+4
Sei v(to) der letzte Punkt von ([0, 1]) auf S.(p)
d(v(to),q) < L('Yl[to,l]) = L(y) — L(’Y‘[tho]) <r+é-—c¢
d(Se(p),q) Sr+d—¢ V6 >0
d(Se(p),q) <r—e¢
d(s=(p),0) = 7 — ¢ ]

"

Schritt 2: Nach Schritt 1 existiert ein v € 31 (p) so, dass d(exp,(ev),q) =7 — &.
Sei v : [0, 7] — M definiert durch v(t) := exp, (tv)
= d(v(t),q9) =r—t  Vte[0,r] (d-h.y(r) =g, L(y) =7)
(Schritt 2 = Satz von Hopf-Rinow) Beweis. I := {t € [0, 7] | d(~(t),q) =7 — t}

1. I #0,dac€I;
2. I abgeschlossen (trivial);

3. tel = [0,]CI,0<s<t
{ d(y(s),q) < d(v(s),7(1) +d(y(),q) =t —s+r—t=r—s
d(v(s),q) 2 d(p;q) — d(p,¥(s)) =7 — s
= d(v(s), @) =7 —s;
4. T offen:
tel= d(v(t),q)=r—t
Aus Schritt 1 folgt, dass d(S:(v(¢t)),q) =7 —¢ —t e klein
Wiéhle w € T (1) M, |w| = 1 so, dass d(exp, ) (cw),q) =7 —€ — t.

Behauptung: exp. ¢)(sw) = y(t + s).

Beweis. Wir zeigen zuerst d(v(t — €), eXP (1) (ew)) = 2e.
r—t+e=d(v(t—e),q) <d(v(t—e), eXP (1) (ew)) + d(exp,y(t) (ew), q) =
=d(v(t —¢), exXP (1) (ew))+r—t—c¢

= d(v(t —e), exp,y(t)(sw)) > 2¢

= d(v(t —¢e), exp,y(t)(sw)) = 2e.

F(t =€) = expy (g (ev'), v' = —=4(¢), [v'| =1

d(exp,y(t)(s'u'),exp,wt) (ew)) = 2¢

Aus Lemma 2.14 folgt, dass v/ = —w = exp. () (—ew) = y(t — €)

= expy(¢) (sw) = y(t + s) = d(y(t+e),q) = d(expy(y)(ew),q) =r —t —¢

= t4+e€l = [0,t+¢e] CI also ist I offen.

Aus 1., 2., 3. und 4. folgt I = [0, r], v(r) = q. -
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3 Der Levi-Civita Zusammenhang

3.1 Kovariante Ableitung

X € Vect(M);

X:M—-R" X(p) € T,M;

dX(p) : T,M — R" im Allgemeinen dX (p)v ¢ T,,M;
Sei II(p) € R**™ die orthogonale Projektion auf T, M.

Definition 3.1. Der Tangentialvektor
VX (p) = Il(p)dX (p)v € T,M

heisst kovariante Ableitung von X an der Stelle p in Richtung v € T,,M.

Bemerkung 3.1. v: R — M, X € Vect(M) = X o~ € Vect(y)
und V(X 07)(t) = TI(7(1)) 4 (X 0 7)(t) = T(y(£))dX (v(t))¥(t) = Vi X (+(1)).

Bemerkung 3.2. Seien X,Y € Vect(M).
Dann ist Vy X € Vect(M) das Vektorfeld Vy X (p) = Vy )X (p).

Lemma 3.1. Es gilt:
i) Lx(Y,Z) =(VxY.Z)+(Y,VxZ) (V Riemannsch);
i) VyX = VxY = [X,Y] (V torsionsfrei).

Beweis.
i) f(p) :=(Y(p), Z(p))
Lx(Y,Z)(p) = df(p)X(p) = (dY (p)X(p), Z(p)) + (Y (p),dZ(p) X (p)) =
= (dY (p)X(p), I(p)Z(p)) + (IL(p)Y (p), dZ(p) X (p)) =

= (H(p)dY (p) X (p), Z(p)) + (Y (p), I(p)dZ(p) X (p)) =
=(VxY(p), Z(p)) + (Y (p), Vx Z(p));

i) [X,Y]=dXY —dYX =T(dXY —dYX) =Vy X — VxVY.

Gauss-Weingarten Formel

II: M — R hy(v) = dll(p)v € R™™, dll(p) : T,M — R™™,
hy(v,w) == hy(v)w € R™, veT,M,weR"

Wir hatten gezeigt v,w € T,M = h,(v,w) = h,(w,v) € T,M=.
Lemma 3.2 (Gauss-Weingarten). X,Y € Vect(M). Dann gilt:

dX(p)Y(p) = VyX(p) + hy(X(p), Y (p))
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Beweis. X (p) = II(p) X (p) ableiten!

dX(p)Y (p) = (dIL(p)Y (p)) X (p) + II(p)dX (p)Y (p) = hp(Y(p), X(p)) + VX (p). -

Bemerkung 3.3. 2te Fundamentalform hy,(v) : T,M — TPML.
Was ist hy(v)* Tle — T,M?
1

TME — T M

Beispiel 3.1.

i) M CR" dim M =n—1.

v e C®(M,R"), lv(p)| =1, v(p) L T,M.

= hy(v, w) = n,(v,w)v(p) € T,M* = Ru(p),

wobei n, : T,M x T,M — R symmetrische Bilinearform.

Es gilt n,(v,w) = —(dv(p)v,w) , da

II(p) =1 — V(p) (p)" = dl(p)v = —(dv(p)v)v(p)" — v(p)(dv(p)v)"
— (dL(p)o)w = —{du(p)v, whr(p) = hy(v, w).

it) M ={(x, f(z)) | x € R", f € C*(R",R*™™), f(0) =df(0) =0}, R*"=R™x R"™.
= 0 M mit TyM =R™ x {0} und TyM* = {0} x R*™™
2te Fundamentalform hg : R™ x R™ — R"™™,
Behauptung. ho(v,w) = d®f(0)(v,w) = 3", %(O)inj
Beweis. v : R — M, ~(0) = (0,0), #4(0) = (v,0), das heisst
() = (@(t), £(2(£))) mit 2(0) = 0 und &(0) = v;
Z € Vect(v), Z(t) = (X(1), Y (1), Y(£) = df (z(£))X (1), Z(0) = (w,0), X(0) = w.
Bs gilt Z = T1Z + h~ (%, Z)
0 ho((v,0), (w,0)) = (1 — I(0)) Z(0) = Y(0) =

= & —o @ (@)X (1) = d>F(0)(&, X (0)) = d® £(0)(v, w). L]

Lokale Koordinaten

UV:R"DV —>MCR", z= (2 ..,2™) — U(x) = p lokale Parametrisierung.
v=d¥(z)é,w=d¥(x )77 € T,M, dann (v, w) = 37" _, gij(x)&"n’ ;wobei g;j(x) = (2% (2), 2% (2)).

§neC(V.R™),  X(¥(z)) = d¥(x)i(z), Y(¥(z)) =d¥(z)n, XY € Vect(M).
Frage: Was ist Vy X (¥ (x)) ?
Wir wissen Vy X (¥(z)) = d¥(2)((z) = > 1L, 2% (¥ (x). Was ist ¢ ?

Lemma 3.3.

Zm” +ZF &

i,j=1
STk Nom kP . __ 1(0g9u , 995 _ 9gij
mat T =352 9" T Liy = 2(55 + 3F — 3at)
Beweis. II(¥) 816\521. =2 F,’fj (x)%, Definition benutzen.
Siehe auch Serie 8, Aufgabe 3. [
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3.2 Paralleltransport

M C R™ m-Mannigfaltigkeit, ~:I — M, I C R Intervall.
Vect(y) = {X : I — R glatt | X(t) € T,y M }.

Definition 3.2. X € Vect(y) heisst parallel wenn

VX(t)=0 Vtel

Beispiel 3.2 (Parallel). m =n, M € R" offen. X parallel <= X =0 <= X = const.
Allgemein: X parallel <= X (t) L T, (yM Vt <= X(t) = hyu)(Y(t), X(t)) VL.

Satz 3.4. v € C®(I, M), ty € I, vy € Ty4y)M. Dann

I X € Vect(y) so dass VX =0, X(ty) = vo

Beweis. Sei A : M — R™*™ definiert durch A(t) = dI(~(t))%(t) € R X",
Sei X : I — R"™ die eindeutige Lésung des Anfangwertsproblem

{ X(t) = A(t)X(t), tel
X(to) = vo

Zu zeigen X(t) € T (y)p Vi

(Wenn dies gezeigt ist, dann gilt

X(8) = (@I (EDAENX () = hoygay (1(8), X () € Ty oy M- = VX = 0.)

Sei J:={t € I| X(t) € Ty(4)M}. Es gilt:

e tgEJ=J#0.
e J abgeschlossen als Teilmenge von I: (tu), ey € J, ty =t €I = X(ty) € T4, )M = X(t) € Ty M =t € J.

e J offen.
Sei t; € J, wihle Vektorfelder X1, ..., Xy, € Vect(y)
so dass X1 (t1),..., Xm (t1) eine Basis von T, (t,)M bilden

(zum Beispiel wihle Basis e, ..., e,y von T, (t,)M und definiere X; (t) =TI(~(t))e; ).

= 3e >0, Vt € (t1 — €,t1 + ) NI sind die Vektoren X (t), ..., Xm (t) linear unabhingig
= X1(t),..., Xm(t) bilden eine Basis von T, ;) M Vt € (t1 —e,t1 +e)=:1;

:HBf:Il — R so dass

VX, (t) = f BF(#) Xy (t), Vt € I (10)
k=1

X(t) =L € MXi(t) € TyyM, t €I = £X(#) =T, (O Xi(t) + £ ()X ()

S VX =Y, X, 46X, () e (68 4 Y BEE) X, das heisst
~ . AL ;-
vX=0s"+Y BFe =0, vk (11)
i=1

X(t1) = ity 0" Xi(t1) € Toy(yyy M.

Die Differentialgleichung (11) auf I; mit Anfangsbedindung

£4(t1) = n* hat eine eindeutige Lésung

=3X() =2, £()X;(t) € TyyyM, t € I1 so dass VX =0, X(t1) = X(t1)

i=1

= LX) = AW)X(t) = X(t) = X(t) Vt € Iy = J offen (in I).
Aus obigem Punkte und da I zusammenhéngend folgt J=I. [
Definition 3.3. Seiy € C*(I,M). Firty, t € I definieren wir eine Abbildung
O(v,t,t) = (I)V(t, to) : Ty M — Ty M durch q),y(t, to)ve := X (1)

wobei X € Vect(y) die eindeutige Lisung der Gleichung VX =0, X (ty) = vy ist.
Diese Abbildung heisst Paralleltransport entlang .
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Notation: v*TM = {(t,v) |t € [, v € T,y M} C R xR"

Satz 3.5. y€ C*(I,M). Es gilt:

(i) Die Abbildung I x v*TM — ~*TM, (t,(s,v)) — (t, D,(t,

(ii) ®.(t,s) ist linear Vit,s € I;

(iv) ®.(t,s

(s, 1)

+(t,5)

(iii) D (t,5) 0 D (s,u) = O (t,u), @ (t,t) =id: TyuyM — ToyM;
At s) =
2

(v) ®.(t,s)" = P, (s,t);
(vi) B € CO(I,T) = Dop(t, s) = B, (B(t), B(s));

(vii) ¥ X € Vect(y) gilt 5

Beweis.

(ii)
(iii)
(iv)

(v)

(vi)

(vii)

., (to, ) X (1) = VX (to).
0 —_——

€Tty M

ili—t,

trivial (VX =0, VY =0 = V(X +Y) = 0);
Eindeutigkeit in Satz 3.4;

Folgt aus (iii) mit u=t;

X (t) = ®~(t, to)v } :>{ VX=0 _ 4 X(1), Y (1)) = (VX,¥) + (X, VY) =0

Y (t) = @~ (t, to)w VY =0
= (X(t),Y(t)) = (v,w) Vit
(D (t, to)v, Dy (t, to)w) = (v,w) = Py(t,t0)" Py (L, t0) = id : Ty — Tyey

= Dy (tt)* = Dy (t,t0) T = D (t0, t);

X::Xo,@:f—»Rﬂ’, X € Vect(7)

= X(1) = BMHX(B(1) = VX(t) = BE)VX(B(1));
VX =0= VX =0, X (B(to)) = v = X(to)

= @5(t, to)v = X(¢) = X(B()) = &4(B(t), B(t0))v;

Sei ey, ..., €m eine orthonormale Basis von T_Y(tO)ZV[;
seien X1, ..., X, € Vect(M) die eindeutigen Lésungen von VX,; =0, X,;(tg) = e;

(m) = (X, X;) = const = §;; = X1(t), ..., Xm (t) orthonormale Basis von T ()M V¢

es folgt

Doyt v =3 (X;(s), )X, (1)

=1
= Die Abbildung (t,s,v) — ®~(t, s)v ist glatt;

X1,...Xm wie in Beweis von (i).

X(t) =Y £(0)X (1) = VX() = DL £ ()X, (1) + £ () VX, (¢)
Aus (12) folgt @~ (to, )X () = Y72 £ (1) X (t0)

= i limiy By (to, DX () = Ty € (10)Xi(t0) = VX (t0).
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3.3 Abwicklung

Definition 3.4. Seien M, M’ C R"™ glatte Mannigfaltigkeiten derselben Dimension m.

FEine Abwicklung (von M entlang M') auf einem Intervall I C R ist ein Tripel (¥,~,v")
wobei v € C®(I,M), ~' € C*(I,M') und ¥ eine Abbildung ist, die jedem t € I einen
Isomorphismus V(t) : TyyM — TyyM' zuordnet so, dass folgendes gilt:

(1) Die Abbildung v*TM — ~"*TM' : (t,v) — (t,¥(t)v) ist glatt;
(2) V()" W(t) = id;

(5) W(t)y(t) =7'(t) (“no sliding”);
(4) W(t) o D, (t,s) = <I>’7,(t, s)oW(s) (“no twisting”).

Lemma 3.6. V(t) : T,y M — T,yM' erfiille (1) von Definition 3.4. Aquivalent sind:
(1) W erfillt (4) von Definition 3.4;
(i1)) X € Vect(y), VX =0 = V'(¥X) = 0;

(i) X € Vect(y) = V'(VX) =UVX;

Beweis.

(i4d) = (i) -
trivial;

(i) = (i)
X(t) 1= B (L, to)vo, X' (1) = T(X(t) = VX =0 D v/x' =0
= X'(t) = @/ (t, t0) X' (to) = ®./(t, t0) ¥ (to)vo;

(i) = (iii) -
X € Vect(y), X' :=¥X
=/, (t0, )X (1) = B/ , (b0, V(X (8) L W(t0) P, (20, )X (2)

Satz 3.5 (vii Satz 3.5 (vii

@’ ) U (tg)VX(tg)-

= VX/(tO) ~!

Dy @ (0, DX (8) = |y W(t0) B (b0, D)X (1)

Gegeben V reeller Vektorraum, dim V' = m, ey, ..., e,,, Basis von V, dann entspricht jede Basis
€1, ..., &y, einem Isomorphismus e : R™ — V, £ = (&4, ...,6™) — >0 ey = e(§) ()
Umgekehrt: falls ein Isomorphismus e : R™ — V' gegeben ist, definieren wir eine Basis durch
e; =¢€(0,...,1,0,...0) ( “1” steht offenbar an der i-ten Stelle). Dann ist e durch (*) gegeben.
Notation: Liso(R™,V) :={e:R™ — V| e ist linear iiber R und bijektiv}.

Bemerkung 3.4. Die Gruppe Gl(m) operiert auf Liso(R™, V') durch:
GIl(m) X Liso(R™, V) — Liso(R™,V); (a,e) — eoa.

1 1
a a
1 m
Notation: a*e :==eoa, a € R™™, a = (aj)i’j:1 = oo , (ate); =220 aje.
m m
aj U

Bemerkung 3.5.

1. “Rechte” oder “kontravariante” Gruppenaktion,
d.h. (ab)*e = b*a*e, 1*e = e (eoab=(eoa)ob);
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2. Die Gruppenaktion ist “frei”,
d.h. Ya € Gl(m), Ve € Ligo(R™, V) :a*e=e¢=a = 1;

3. Die Gruppenaktion ist “transitiv”,
d.h. Ve, e’ € Liso(R,V), Ja € Gl(m) so dass ¢’ = a*e.

Bemerkung 3.6 (Allgemein). Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Liegruppe.
Fine (kontravariante) Gruppenaktion von G auf M ist eine Abbildung
G x M — M, (g,p) — g*p, mit (gh)"p=h*g*p, I*p=p Vp€ M, VYg,h € G.

M C R™ m-Mannigfaltigkeit, 7,/ C R™ m-dimensionaler Vektorraum, L;so(R™,T,M) C
Rnxm.

Definition 3.5. Das Basenbtindel von M ist die Menge
F(M):={(p,e)|pe M, e€ Liso(R", T,M)} C R" x R"™™

Definiere die Projektion m : F(M) — M durch 7(p,e) := p.

Definiere die kontravariante Gruppenaktion

Gl(m) x F(M) — F(M), (a,(p,e)) — a*(p,e) := (p,a*e).

Die Faser von F (M) idiber p ist F(M), :={e € R"™™ | (p,e) € F(M)} = Liso(R™,T,M).

Bemerkung 3.7.

1. Die Gruppenaktion von Gl(m) auf F(M) erhdlt die Fasern,
das heisst w(a*(p,e)) = w(p,e);

2. Die Gruppenaktion ist frei;
3. Die Gruppenaktion ist transitiv auf jeder Faser;

4. Wir kénnen die Faser Liso(R™,T,M) mit der Gruppe Gl(m) identifizieren.
Diese Identifikation ist nicht kanonisch: wenn e € Liso(R™,T,M) gegeben ist,
so ist Gl(m) — Liso(R™,T,M), a — a*e eine Bijektion.

Lemma 3.7.
(i) F(M) ist eine Mannigfaltigkeit;
(ii) m: F(M) — M ist eine Submersion.

Beweis.

(i) Sei pg € M. Wihle eine Parametrisierung ¥ : V. — U N M, V C R™ offen, U C R"™ offen, pg € U. O.B.d.A. Jp € C*°(U, V) so dass
elunm =¥
Definiere ¥ : V x Gl(m) — F(M) N (U x R™*™) durch
U(z,a) := (¥(x),d¥(z)oa), d¥(z)oa € Lrgo(R™,TpM). ¥ ist bijektiv und glatt. ¥~ glatt! 1 (p, e) = (p(p), dp(p) 0 €).

(ii) Sei (po,eo) € F(M). Sei vg € Tpy M. Zu zeigen v € dn(po, €o).
Sei v € C°°(R, M) so dass v(0) = pg, §(0) = vg.
Definiere e(t) := ®~(t,0) o eg € Lrgo (R™, T"r(t)M>'
Dann ist (v(t), e(t)) € F(M), m(v(t), e(t)) = v(t)
= vo = &|,_om(v(t), e(t)) = dm(po, e0)(v0, €(0)) € im(dm(po, €0))
== dn(po, eo) ist surjektiv V (pg,eq) € F(M) == 7 ist eine Submersion.
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Bemerkung 3.8. F(M) ist ein Beispiel eines “Hauptfaserbindels” (“principle bundle”).

F(M) € R* x R™™ Mannigfaltigkeit, dim F(M) = m + m?. Was ist T(,,.e,)F (M) ?
Tipo.e)F (M) = {(7(0),¢(0)) |7 : R — M, e : R — R"™™,
e(t) € LisoR™, T)M), 7(0) = po, €(0) = eo}
1. Fall : 4(t) = po, e(t) € Liso(R™, T, M), e(0) = eg = ¢(0) € L(R™, T, M).

Definiere den vertikalen Tangentialraum
‘/(Po,eo) - = {0} X L(Rm7TpoM) =
= {(0,€(0)) e : R — R™™, e(t) € Liso(R™,T,, M), €(0) =ep} =
={(0,¢)[e € LR™,T,,,M)} C T(Po,eo)F(M);

2. Fall: v:R — M, v(0) = po, ¥(0) = vo, e(t) := D,(t,0) o ey horizontaler Lift von ~.
Was ist €(0) ?
Sei £ € R™ und definiere X (t) := e(t){ = ®,(t,0)eo§ € TyyM, X € Vect(y).
Nach Definition von X und @, (Paralleltransport) gilt
VX =0 (X parallel), X(0) = eo¢ = X (t) = hy((¥(t)) X (t) (Gauss Weingarten)

=2 X(0) = hy, (v0)eot, X(0) = é(0)€ = ¢(0) = Ry, (vo) © €0,

R™ 0, Mt

Definiere den horizontalen Tangentialraum

H(po,eo) P = {(U07 hpo(UO) oeg)|vo € TpoM} € T(po,eo)}—(M)‘

Lemma 3.8.

T(p(),eo)f(M) = H(pmeo) S V(po,eo) = {(Ua e+ hpo(“>€0) | veT,M, ¢ L<Rm7TpoM)}

Beweis.
“D” Gerade gezeigt;

“C” dim T(po,eo)]:(M) =m +m?2, dim H(P0=€0) = m, dim V(vaSO) =m?,
Hpg,eq) M Vipg,eq) = 10}

O(M) :={(p,e)|e: R™ — T,M ist ein orthogonaler Isomorphismus e’e = 1, }
orthogonales Basenbiindel.

Ubung. (s. Serie 9 Aufgabe 2)
i) O(M) ist eine Mannigfaltigkeit;
ii) 7 : O(M) — M ist eine Submersion;

iii) Was ist T{, o O(M)?
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§€R™, Be: F(M) — TF(M), Be(p,e) = (€&, hp(e§)e) € Ty F (M), Be Basisvektorfeld
Be ist horizontal, Be(p,e) € Hpe

diese Bedingungen bestimmen B, eindeutig.
d’/T(p7 €)B§<p, 6) = 65 gung ¢ &

Lemma 3.9. Aquivalent sind:
(i) M ist (geoddtisch) vollstindig;
(11) Be € Vect(F(M)) ist vollstandig V& € R™;

(1i) ¥ glatte Funktion R — R™, t — &(t), Vitg € R und ¥ (po,e0) € F(M)
3 eine Losung R — F(M), t +— (v(t),e(t)) der Differentialgleichung

(1(8), €(t)) = Bew (7(1), e(t)), 7(to) = po, elto) =eo (%)

Beweis.

(iii) = (i1) :
trivial, folgt aus Definition mit &(t) = const.

Sei pg € M, vg € Tpy M.
Wiéhle £ € R™, eg € Liso(R™, Tpo M) so dass egé = vo

g 3 eine Abbildung R — F (M), t +— (v(t), e(t)) so dass

(1, €) = Be(v,€), ¥(0) = po, e(0) =eo = ¥(t) = e(t)§, €(t) = hy(s)(e(t)E)e(t)
= 6(D)€ = hy (1) (e(DE)e(E = hoy(y (F(1), 4(8) = 4 = hoy(4,9)

= v Geodite, v(0) = po, ¥(0) = e(0)§ = eg& = vg.

(3) = (ii3) :
Wir setzen voraus dass M vollstédndig ist.
Gegeben seien R — R™, t — &(t), to =0, po € M, eg € Lyso(R™, TpyM).
Nimm an die Lésung von (x) existiert nur fiir 0 <t < T, T < oco.

. (1) = e(t)E(t 0) =
7:10,T) = M, e(t) € LisoR™, Ty M) (%) { Z((t;: hi()f)((ﬁ.y)(t))e(t) Z((0)>: 55’

L
ET’y(t)M eT (t)l\/f

L — =
L g eR™: £ 1le(gol’ = ( e(®fo . (D)o ) = 0= |e(t)Eo| = const

= |le(t)]| = |leo|| Matrix Norm;
2. ¥ @) = le(®)&(®)] < lleolllE(®)] < lleoll maxo<i<r [€(1)] =: Cr;

3. d(v(s), (1)) < L(Vl[s,e) = S 1¥(r)ldr < [E Cpdr < Cp(t—s) Vs, t0<s<t<T

M vollsténdig o
= limyrp y(t) = p € M existiert;

4. Nach 3. 3C > 0 so dass ||hy ) (v)| < Clv|, Vte[0,T)
(da {v(t), 0 <t < T} U {p} kompakt ist);

) ) ) nach 1. und 4. _ nach 2.
5. (eI = Ty ) (Y@@ < Thay ) FEDITe(@) ] < Cly@®llleoll < CCrlleall;
6. lle(s) —e(®)|l < CCrllelllt — sl;

7. limgpp e(t) = e existiert Lemgz‘nLésung existiert auf [0, T 4 €). Widerspruch!

Satz 3.10. M, M' m-Mannigfaltigkeiten, py € M,p, € M', Wo : T,, M — Ty M’
orthogonaler Isomorphismus, v' : R — M', ~'(ty) = pj. Dann gilt:

(i) 3 Abwicklung (V,~,7') auf einem offenen Intervall I C R so dass
to € I und y(to) = po, ¥(to) = Wo;

(i1) Je zwei solche Abbildungen (auf Intervallen I,J) stimmen auf I N J dberein;

(i1i) M wvollstindig —> die Abwicklung existiert auf ganz R.
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Beweis. Wihle einen orthogonalen Isomorphismus eg : R — Tpy M.

Definiere £(t) € R™ durch

Sei v : I — M so dass v(tg) = po-
Definiere W(t) : T\ () M — T’y/(t)M/ durch

= U()*W(t) = id, ®'(y,t,8)U(s) = U(t)D(7,t,5).
V(A (t) =4"(£)?
Definiere

§'(t) = @' (v, t, to)¥oeo(t)

(t) == @' (v, t,t0)¥oD(v, to, t)

e(t) := ©(v,t,to)eo

Behauptung. (¥,~,~") Abwicklung <= (%, é) = Be(v,€), £(t) wie in (13).
Beweis.[Beweis der Behauptung] (¥, v, v’) Abwicklung < ¥4 =4’ Vt € I

@) @/ (4,1, t0)WoB(v, to, (1) = (1) "= B (/. £, t0)Woeok(t)  B(v, to, )(t) = oé(t)

& 4() = (v, t, to)eot(t) B 4(6) = e(E() und &(t) = hyy (H(8)e(t)

< (%,€) = Be(v, e).

Aus der Behauptung folgen (i), (ii) und (iii), insbesondere (iii) aus Lemma 3.9.
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4 Der Riemannsche Kriimmungstensor

Sei M C R" eine glatte Mannigfaltigkeit.
Die Lange einer glatten Kurve v auf M ist gegeben durch: L(vy) = fol |¥| dt.

Wir betrachten wieder die glatten Kurven zwischen p,q € M:

Qpg = {7:10,1] = M [~ glatt, 7(0) = p, v(1) = ¢}
Nach Lemma 4.2 definiert d : M x M — [0, 00] mit d(p, q) := igf L(7) eine Metrik.
e

P,q
Ausserdem wissen wir nach Lemma 2.2, dass die von d induzierte Topologie mit der kanoni-

schen Topologie von R™ iibereinstimmt.

Wir wollen in diesem Kapitel Isometrien zwischen zwei glatten Mannigfaltigkeiten M, M’
betrachten, auf denen Matriken d bzw. d’ definiert sind.

4.1 Isometrie

Satz 4.1. Seien M C Rk, M' ¢ RY Mannigfaltigkeiten und f : M — M’ eine bijektive
Abbildung. Aquivalent sind:

1. f ist ein Diffeomorphismus und df (p) : T,M — Ty M’ ist ein orthogonaler Isomor-
phismus fir jeden Punkt p € M.

2. f ist ein Diffeomorphismus und L(f o~) = L(v) fir jede glatte Kurve ~ : [0,1] — M.

3. d'(f(p), f(q)) =d(p,q) Vp,q€ M.

Definition 4.1. Einen Diffeomorphismus f : M — M’', der diese dquivalenten Bedingungen
erfillt, nennen wir eine Isometrie.

Lemma 4.2.
Vpe M, Je >0, Vo,w € T,M mit 0 < |w| < |v] < ¢, d(exp,(w),exp,(v)) = |v] — |w|

iwzmv
o[ 77

Beweis.[Beweis von Satz 4.1]

1.=2. :
L(f o) = I3 | ()] dt = J3 145 (v)3(0)] dt = [§ 15(0)] dt = L().

2. = 3. :
Direkt aus der Definition.

3.=1. :
Wihle € > 0 so, dass:

e exp, : Be (p) — U<(p) ist ein Diffeomorphismus;
® expjf(p) : B:(f(p)) — Us(f(p)) ist ein Diffeomorphismus;

e Die Behauptung von Lemma 4.2 fiir p’ = f(p) sind erfiillt.
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Wir definieren ®,, : Be(p) C Tp M — B:(f(p)) C Tf<p>M' so, dass das folgende Diagramm kommutiert, ®; := exp;(lp) of o exp,.
Behauptung 1.

(1) expy(p)(Pp(v)) = flexp,(v)) Vv € Tp M, |v| <e.
(i) |®p(v)| = |v] Vv € Tp M, |v] < e.

(i) @p(tv) = tdp(v), 0<t<1 Vo e TpM, |v| <e.

Beweis.
@i v

() [@p(0)] SUE2Fd (1(p), expy(p) (P (1)) L &/ (F(p), Flexpy (1))

Vorau:getzung d(p Satz 2.8 |7j|
= s =

expp(v)) v

(iii) t=
t =

0: ©p(0)=0=0-Bp(v). v
1: Vv

0<t<1: d(expyip) ®p(tv),expy(p Pp(v) 2 d'(F(expy (tv)), flexpy ()

2 Gexpy (tv), expy (v) STE2E (1= 1) o] = [o] — [to] ) @, (0)] — |Bp(t0)|
emma 4. Dy (tv) i1
Lemmad2 g (1)) = ﬁ%(u) W g, (v). v .

Wir definieren nun eine erweiterte Abbildung: ®, : Tp M — Tf(p)M’ durch

1
Dy (v) = gd)p(év), wobei § > 0 so klein gew&hlt ist, dass § |v| < e.

(16)
Wegen (iii) hédngt die rechte Seite von Gleichung (16) nicht von é ab.
Ausserdem folgt sofort aus dieser Definition, dass:
[p(v)| = v] Vv eETpM
By (tv) = tBp(v) Yo € TpM, ¥t >0
Behauptung 2. &, ist linear.
Beweis. Wir wissen, dass:
d(expy, (tv), exp,, (tw)) i d(expy, (tv), expy, (tw)) ‘EXPp(tU) — exp,, (tw) 1
= lim . =
t—0 tlv— w| t—0 expp(tv)—expp(tw)) tlv — w|
1 (Lemma 2.2) —1 (Bew.von Lemma 2.14)
d(ex: tv), ex; tw d’ ex; tv)), f(ex tw
= o -] lim (expy (tv), expy (tw)) 3. lim (f (expp(tv)), f(exp, (tw)))
t—0 t t—0 t
!
()& (iid) ., d'(exp (t®p(v)), exp (tPpw))
( thn}, f(p) f(p) _ ‘(I)I,(v) — @y (w)]
d t
1 2 2 2 1 2 2 2
(ww) = - (101 4wl = o —w|?) = = (|2pv]® + |@pul® — [2pv — 2pu|®) = (2p(v), Bp(w))
= (Pp(v1) + Pp(v2), Pp(w)) = (Pp(v1), Pp(w)) + (Pp(v2), Pp(w)) = (vi,w) + (v2, w)
= (v1 + vz, w) = (Pp(v1 + v2), Pp(w)), Vw € Tp M
Da &, bijektiv = ®p(v] + v3) = ®p(v1) + Bp(vz) 2= L Bp(—v) = —Bp(v)
= Op(tv) = td,(v) vt € R. .

Behauptung 3. f glatt, df (p) = ®yp.
Beweis. i
flexpy(v)) = expy(p) (Pp(v)) = f(q) =expy(p) 0Pp oexp, " (q) Vq € Ue(p) glatt
(4)

d
U= 2| ey () =

@t —o expr(p) (t®p(v)) = Pp(v).
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Beweis.[Beweis von Lemma 4.2]
Be(p) i={veTpM | |v] <e}

Ue(p) :={a € M | d(p,q) < e}
Wihle € > 0 so klein, dass die Abbildung exp,/ : B:(p') — Uc(p’) ein Diffeomorphismus ist Vp' € M mit d(p, p’) < e (Kor. 2.3, Satz 2.8).

p1 = expy(w)

Pz arrts) | = dwen) = lul, de.pe) = 0], dlpr.pe) = o]~ ul < e

p2 € Uc(p1) = Fv1 € Be(p1) so, dass |v1| = d(p1,p2) = |v| — |w|, expy, (v1) = p2

Definiere: v : [0,2] — M durch:
(t) = expp(tw), 0<t<1,
T EZ A expp, (0= Dv1), 1<t <2

= 7(0) = p, v(1) = p1, ¥(2) = p2, L(vl[0,1]) = lwl, L(VI[1,2]) = [v] — |w]|

S 2.8
= L(y) = |v] = d(p, p2) "%

Y(t) = exp, (B(t)v), mit 0 < B(t) <1, B(t) >0

=expp( W ) =p1=71) =exp,(f(Dv) = w=F1)v, [w|=F1) v = w=
~———

€Be(p) €Bc:(p)

Bemerkung 4.1.

(1) ¢ : R™ — R" eine Isometrie )
= p(p)=P-p+b, ®ecO(n), beR" (Ubung).

(2) ¢ :R" — R" eine Isometrie
M, M’ C R™ m-Mannigfaltigkeiten, (M) = M’
= |y : M — M’ ist eine Isometrie.

(8) M, M’ C R™ m-Mannigfaltigkeiten, f : M — M’ eine Isometrie,
dann gibt es nicht immer eine Isometrie p : R™ — R™ so, dass f = |-

4.2 Riemannsche Kriimmungstensor und Gauss-Kriimmung

Erinnerung (2te Fundamentalform):
hy : T,M — L (T,M, T,M")

hy(v)w = (dlp)o)w, w € T,M

hy(v)* € L (T,M*, TM)

hy(v)*w = (d(p)o)w, w e T,M*

(dI(p)v) : T,M & T,M* —>TML@TM

Erinnerung (Gauss-Weingarten):

Seien: v : R?* — M, X :R* - R", X € Vect(y), X(s,t) € TysyM, dann:

0,X = V., X + h,(9.,7)X (17)
M~ —————
eTpM eTpy M+
Vsat’y = Vtﬁs'y. (18)

Es gilt aber fir Z € Vect(y):
ViV Z -V, N Z #0.
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Definition 4.2. Der Riemannsche Krimmungstensor ordnet jedem p € M eine bi-
lineare, schiefsymmetrische Abbildung R, : T,M x T,M — L(T,M,T,M) zu, die durch

folgende Gleichung bestimmt ist:
R,(u,v)w = (V,V,Z - V,V,Z)(0)

Hier sind v : R? — M und Z € Vect(v) so gewdihlt, dass:

7(07 0) =p
957(0,0) = u
6ﬂ(0, O) =
Z(0,0) =w

Satz 4.3.
(i) Der Riemannsche Krimmungstensor ist wohldefiniert.
(ii) Gauss-Codazzi Formel:

u,v,w,€ TyM = R,(u,v)w = hy(u) h,(v)w — hy(v) hy,(w)w

Beweis. Wihle v, Z so, dass (20) ist erfiillt.

17
vz D 0,2 — ho(04)Z = 0,2 — (dTL(1)047)Z = D4 Z — (9411 0 7) Z.

O:M — R"X™, ~:R? = M, (s,t) € R?, Mon~:R? = RX"

0sViZ = 0s0tZ — (950¢(ll0))Z — (0¢(I107))0sZ
= 050¢Z — (850t (T1 0 7)) Z — (dTI(7)347)( Vs Z + hay(857)Z)
-2

ETYM  ep ML

= 0sVtZ — 04V Z = —(dI(7)0t7)hy(0s7)Z + (dIL(7)0s7)hy (0t7) Z — (dIL(7)0tV)V s Z
+(dI()8s7) Vi Z = hy(8s7) hy (017)Z — hvy (8¢7) " hy (0s7) Z
+hy(0sV)VtZ — hny(0t7)VsZ

s
€Ty M

= VsViZ —VVsZ = h-y (6‘<’Y)*hw(at’\/)z - h'y(at'Y)*h'y (0s7)Z.

M C R3 sei eine 2-Mannigfaltigkeit.
Wiéhle Abbildung:

VMR, ) =1 vp) LT,M
dv(p) : T,M — T,;)5?
vilM - 8 N )
M

(19)

(21)

Definition 4.3. K(p) := det(dv(p) : T,M — T,M) heisst Gauss-Krimmung von M im

Punkt p.
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Beispiel 4.1.

(i) M? C R?
A: “Flacheninhalt mit Vorzeichen”

Us:={€e 5" | |v(p) — &l <0}

lim A(Uy)

5—0 A(v=1(Uy)) = K(p).

(i) M=5* = v=id = K(p) =1

Lemma 4.4. M? C R® eine Mannigfaltigkeit und u,v € T,M linear unabhingig. Dann:

K(p) (Ry(u,v)v,u)

[ul* [o* — (u,v)*

Beweis. n
(p) = 1 — v(p)v(p) = dI(p)v = —v(p)(dr(p)v) " —(dv(p)v)v(p) ™"

—hp(v) =hp(v)*
(R (u,0)v, 1) = (hp(u)* hp (V)0 — hip (V) “hp (w)v, w) = (du(p)v, v) (dv(p)u, u) — (dv(p)u, v)>

AT

A 5, g3 AL R3

R 4, R3 2

v(p) T dv(p)§, &L v(p)
( Z > = A =(v) uwu v), 35:{ , £ € Rv(p)

R3

A:

1 0 0
= ATpA = ( *  (dv(p)u,u) (dv(p)v,u) )
*  (dv(p)u,v)  (dv(p)v,v)

det(ATBA) = (Rp(u,v)v,u)

det(B) - det(A)* = K(p) (v(p),u x v)> = K(») |u x v|* = K(@)(|ul® [v]* - (u,v)?).
Ubung. Zeige: R,(u,v)w = —K(p) (v(p),u x v) v(p) x w.
Bemerkung 4.2.

lul =v|=1, (u,v)=0 = K(p)= (R,(u,v)v,u).

Lemma 4.5.
XY, Z eVect(M) = R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ+VixyZ.

Beweis. OBdA: X,Y vollsténdig. ¢°: Fluss von X, Lpt: Fluss von Y.

Definiere: v(s,t) := ¢° 0 !(p).
= Osv(s,t) = X oy, 0¢v(s,t) = (p3Y) oy
= 957(0,0) = X(p), 9¢v(0,0) = Y(p)
= VolRR 0, %o 29 7 VAP Y940 ) 2y 20
H Los
d N
VsVi(ZoY)ls—t—0 = VxVy Z(p) + Vix,v1Z(p), da o PyY = [X,Y]

Ry (X(p), Y(p))Z(p) VsVi(Zov)smt=0 = VtVs(Z o) |s=t=0

VxVyZ(p) + Vix,y1Z(p) — VyVx Z(p).
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Bemerkung 4.3.

1.

2.

Vx : Vect(M) — Vect(M)
[Vx,Vy| =VxVy = VyVx
[VX, Vy] + V[Xy] = R(X, Y),'

Lx:FM)—FM)={f:M-—R|f glatt}
Lxf=dfoX =0xf
[ﬁx,ﬁy] + E[ny} =0.

Definition 4.4. (VxR)(Y,Z)W € Vect(M) ist so definiert:

(VxR)(Y, Z)W := Vx(R(Y, Z)W) — R(VxY, Z)W — R(Y,VxZ)W — R(Y, Z)V xW

Satz 4.6. W, XY, Z € Vect(M). Dann es gilt:

1.
2.
3.
/.

Beweis.

1.

2.

4.3

R(X,Y) = —R(X,Y) = R(Y, X);

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (1. Bianchi-Identitit);
(RX,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y);

(VxR)(Y,Z) + (VyR)(Z,X) + (VzR)(X,Y) =0 (2. Bianchi-Identitit).

Gauss-Codazzi.

R(X,Y)Z + R(Y, Z2)X + R(Z, X)Y =
=VXVyZ-VyVxZ+VixyZ+VyVzX —VzVyX+
+ Vi, 2] X +VzVxY = VxVzY + V(5 x]¥ =
=Vx(VyZ—VzY)+Viy X +...

=Viy,z1X — VxI[Y,Z] + ... = [X,[Y, Z]] + zyklische Vertauschungen. .. Jagobi g
<R(X, Y)Z, W) — (R(Z7 W)X, Y) = — (R(Y, Z)X7 W) — (R(Z7 X)Y, W) — (R(Z, W)X7 Y)
= (R(Y, Z)W, X} + (R(Z, X)W, Y) —+ (R(W, Z)X, Y>
= (R(Y, 2)W, X) — (R(X,W)2,Y) L (R(Y, )W, X) — (R(W, X)Y, Z)
= (R(X,Y)Z, W) — (R(Z, W)X, Y) = (R(Y, Z)W, X) — (R(W, X)Y, Z)

= (R(Z,W)X,Y) — (R(X,Y)Z, W) = 0.

Ubung.

Teorema Egregium

“Geodaten, Kovariante Ableitung, Parallel-Transport, Riemannscher Kriitmmungstensor sind
intrinsisch”.

@ : M" — M Diffeomorphismus.
Wir kénnen Objekte auf M mittels ¢ auf M’ zuriickziehen (pullback).

1.

2.

Kurve y: R — M = o*vy:=¢p loy: R — M’

Funktion f: M — R = ¢*f:=fop: M' — R;
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3. X € Vect(M) = ¢*X € Vect(M')
(" X)) == dp(p) " X (0 (p));

4. v: T — M, X € Vect(y) = ¢*X € Vect(p™y); " X (t) = dp(p ™ (7(1)) ' X (2);

5. p*Re (M, L(TM')), (¢*R)y (v, w') = dp(p') ™ Ry (dep(p)V', dep(p")w")dep(p').

(Kriimmungstensor)

Bemerkung 4.4. (Satz4.1) ¢ : M' — M bijektiv, d(o(p'), (")) =
= ¢ Diffeomorphismus und ¥p' € M', Vo', w': (dp(p')v', dp(p')w')
— ¢'9=4.

Iste Fundamentalform von M: g, : T,M x T,M — R, g,(v,w) = (v, w)
= Satz 4.1 sagt: “Die erste Fundamentalform ist intrinsisch”.

d(p,q) vp'.qd eM
=, w') e Ty M.

Bemerkung 4.5. Die 2te Fundamentalform ist nicht intrinsisch.

Satz 4.7. Die kovariante Ableitung ist intrinsisch:
o : M — M Isometrie. Dann gilt:

1. X,Y € Vect(M), Vi,.xp*Y = ¢*(VxY);

2. v:1— M CR" glatte Kurve X € Vect(7)
= V'(¢*X)(t) =" (VX)(t) Vtel.

Lemma 4.8. Die lineare Abbildung Vect(M) — L(Vect(M)) : X — Vx ist charakterisiert
durch die Bedingungen

VyX — VyY = [X,Y], 0x(Y, Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ)

Vect(M) — L(Vect(M))
X — Dx
ein weiterer linearer Operator, der diese beiden Bedingungen erfiillt. Es folgt:

Beweis. Sei

Ox (Y, Z) = (DxY,Z)+ (Y,Dx Z) (22)
0y (%,X) =(Dy Z,X) +(Z, Dy X) (23)
0z(X,Y) =(DzX,Y) +(X,DzY) (24)

EDFEY=CD 5 (v, 2) + 0y (2, X) — 05 (X, Y) =

=(Y,DxZ —DzX)+(X,DyZ —DzY)+(Z Dy X —DxY) +2(Z, DxY) =

= 2(Z,DxY) + (V, (2, X]) + (X, [Z,Y]) + (Z,[X, Y])

= (Z,DxY) =(Z,VxY) VX,Y,Z € Vect(M)

= (Z,DxY —VxY)=0 VX,Y,Z € Vect(M)

= DxY —-VxY =0 VX,Y,Z € Vect(M). ]
Beweis.[Beweis von Satz 4.7] ¢ : M’ — M Isometrie. X,Y € Vect(M). Definiere

DY i= ¢u(Vixx¢™Y) (25)

Behauptung. DxY — Dy X =Y, X], 0x(Y,Z) =(DxY,Z)+(Y,Dx Z).
Beh, Lemma 4.8
TIERTETT o (Ve x@"Y) = DXY = VxY = " (VXY) =V . oY
Beweis.[Beweis der Behauptung]
* * *
PHUX,Y) = (" X, 07Y) (26)
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O X, Y] = [¢" X, "Y]
dpxx@ f=v"0xf
27) .,
= "X Y] T o7 X, 0 V] = VL 0" X — VL 0"Y = " (Dy X — DxY)
= [X,Y] =Dy X — DxY.
(28) (26)
@ (Ox (Y, 2)) = 0ux x @ (Y, Z) = Ok x (7Y, 0" Z) =
= (Vi x 9 Y, 0" Z) +(¢"Y, Vs x 0" Z) =
(25) , . . N _
=" (" DxY, ¢ Z)+ (¢ Y, ¢ DxZ) =
=¢"((DxY,Z)+(Y,Dx Z))

= ax(Y,Z) = (DxY, Z) + (Y, Dx Z).

Satz 4.9. Geoditen sind intrinsisch:
p: M — M Isometrie, v : I — M Geodite
= 'y =9 toy: I — M Geodite.

Beweis. ¥ € Vect(v), V¥ =0
Y () =T (v (D) = @™ (1)
A (@) = de(v' ()T A(E) = "3 (1)

= V,(%’y,)(t) — V’(ga*"y)(t) Sat:z4.7

©*(VA) () = 0

= ~': I — M’ ist eine Geodiite.

Bemerkung 4.6 (Alternativer Beweis von Satz 4.5).

* % 2 Satz 4. .
v la,b) = M, BE(¢*y) = [} |[Ley (1) dt "= [T ()Pt = B(y)
= Satz 4.9 (Benutze Satz 2.3).

Satz 4.10. Paralleltransport ist intrinsisch:
©: M — M Isometrie, v : R — M glatt

= @l (t1,t0) = do(@™ (7(t1))) 7 )4 (t1, to)dp(@™ (Y(t0))) = Tty M — Tipen(ey M.

Beweis. v/ := o*y: R — M’.

Sei v, € Tv/(to)n4’, de (e~ (v(t0))) : TW,UO)M’ — Tty M
Definiere X () := ¢ (t, to)de (™' (v(t0))vh € Ty M
X'(t) == de(p  (v(1) T X (1)

= VX =0, X' =¢*X, X'(tg) = v}

Satzd T Gl — o*vX =0

= X'(t1) = ¢/ (t1, t0)vg.

Satz 4.11. Der Riemannsche Krimmungstensor ist intrinsisch:
©: M — M Isometrie — R' = ¢*R.

Beweis. v/ : R2 — M/, (s,t) — ~'(s,t); Z' € Vect(n'), Z'(s,t) € Tyrs t)M'

Definiere: v := p o+’ : R2 = M, Z := do(v')Z' € Vect(y)
= =9y, 2 =¢*2Z

R8s, 007V 2 =V, V2 —VVv.Z =
= ViV Z) - ViVL(0"Z) =
Satz4.7 W (VaViz — ViVoZ) =
=do(v) ' R(8s7, 1) Z =
= do(v) T R(de(v)0s7, do(v )01y Ve (') 2" =
{ vy' ‘R2 > M

_ * ’ ’ ’
= ((¢"R)(0s7",0t7' ) Z vz e Vect(’y/)
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Lemma 4.12 (Gauss Teorema Egregium). Die Gauss-Krimmunyg ist intrinsisch:
Seien M, M' C R3 2-Mannigfaltigkeiten mit Gauss-Kriimmungen K, K', ¢ : M' — M Iso-
metrie

— K'=Kogp.

Beweis. Lemma 4.4: u,v € Tp, M, |u| = |v| =1, (u,v) = 0= K(p) = (Rp(u,v)v,u)

’ —1
P = ¢ (p)
Sei { u’ = do(p) " tu Satzd.1 lu'| = [v'| =1, (u/,v") = 0.
Vo= de(p) o
= K'(p) = (Rl (u/, o' )0’ u') =

= (do(p') ™" Rp(dep(p )/, dep(p')v") dp(p ), u'y =
kp(p')* u v v

= (Rp(u, )0, u) =
= K(p) = K(o(p")).

Lokale Koordinaten

p=v,. .. a™);

Ei(r) = 2%(2) € TyyM,i=1,...,m, E;: V — R,
gij(w) = <Ei(3€)7f:;lj(5€)>; '
u=dp(x){ => " {Ei(x) € TyM =imdy(z);

v=> " nEz) € Tle;

(u,v) = Zzzzl gij(x)&n; ‘

u=>3" &L, v= Z;n:1 WE;j, w= 3" & Ey;

Ru,v)w =" &P R(E;, Ej)Ey, R(E;, E;))E, =" R.,(2)E(z), Rﬁjk V—-R

ijk

R(u,v)w = 3% (307 kmy Rigp ()€ ¢ Ex ().

Ubung. Kovariante Ableitung in lokale Koordinaten ausschreiben, dann im Kriimmungstensor
einsetzen.
(man soll die Definition des Kriimmungstensors benutzen).

. . _ gy 8gis
Wir wissen I, = >, g"Ty;; Ty = %(% + o — )
= Die I'}; sind eindeutig bestimmt durch die g;; = Satz4.7

= Die R;;;, sind eindeutig bestimmt durch die g;; = Satz4.11.

Seigo:M'—>M,1//:V—>M’,@/}::,gpoq//
Ei(z) = gop 0 ¥/ () = dp(y/ (2)) G = dp(¢' () Ej ()
2 gyi(w) = (Biw), By(2)) = (Bl(2), Ej(x)) = gj;(x).

Beispiel 4.2. Gauss-Krimmung von S? € R?
Stereographische Projektion 1) : R? — S%\ N = (0,0, 1)

9(@y) = dv (e, y) d(e,y) = e ( 01 )
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Allgemeine Form von g im 2-dimensionaler Fall:
E(z,y) F(z,y) ) : 2
x,Y) = ’ ’ mit £ >0,G >0, EG— F* > 0.
e = (500 Gl
(F =0, £ =G = Kriimmung = 1).

4.4 Globale Version des Satzes von Cartan-Ambrose-Hicks

Frage. Gegeben seien 2 Mannigfaltigkeiten M, M’ derselben Dimension. Unter welche Be-
dingungen gibt es eine Isometrie von M nach M'?
Antwort. Satz von Cartan-Ambrose-Hicks.

Lemma 4.13. M, M’ zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten. oo, o1 : M — M’ Isometrien.
po € M, o(po) = 1(po), depo(po) = dipr(po) = o = 1.

Beweis. A := {p € M | ¢o(p) = ¢1(p), deo(p) = dp1(p)}

A#0 (po € A)
A abgeschlossen, da ¢, dy stetig = A=M = po = p1
A offen (dies folgt aus Satz 4.1 oder aus Satz 4.9)

pE A, [v] <8, 8 klein = o (expy(v)) = expy (p) (Ao (P)v) = ¢1(expy(v))
= <P0}U(5) = ‘pl}U((;)v U(s) :={q | d(p,q) <5}

= U(8) C A. .

Definition 4.5. Eine (glatte) Homotopie (von Abbildungen von I = [a,b] nach M) ist eine
glatte Abbildung ~y : [0,1] x I — M. Wir schreiben vx(t) := (A, t), va : I — M. Wir nennen
v eine Homotopie von ~y nach v,. v heisst Homotopie mit festen Endpunkten wenn
ya(a) = vo(a) und v (b) = () fir jedes X\ € [0, 1].

Bemerkung 4.7. 7o, 71 glatt, vo(a) = y1(a), v(b) = v1(b). Dann existiert eine glatte Ho-
motopie von vy nach v, mit festen Endpunkten (m.f.E.) <= Es existiert eine stetige
Homotopie.

Definition 4.6. Eine Mannigfaltigkeit M C R™ heisst einfach zusammenhdngend, wenn
es fir je zwei glatte Kurven 7,71 : I — M mit vo(a) = y(a) und v(b) = 1 (b) eine
Homotopie mit festen Endpunkten von ~y nach ~, gibt.

Bemerkung 4.8. Q,, = {7 : [a,b] — M | v(a) = p, 7(b) = ¢} zusammenhdngend <= M
einfach zusammenhdngend.

Erinnerung.

Eine Abwicklung von M entlang M’ besteht aus zwei Wegen v : [ — M, ~" : I — M’ und
orthogonalen Isomorphismen ®(t) : Ty M — Ty M';

()5 (t) = (1), @X)Dy(t, 5) = Pl (t,5) 0 D(s).

Wir betrachten alle Abwicklungen (v,~/, ®) auf I = [0, 1], die die Anfangsbedingungen

() { ¥(0) =po, 7' (0) =1}

(0) = ®, erfiillen.
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Satz 4.14 (Cartan-Ambrose-Hicks, globale Version). Seien M, M’ C R" zusam-
menhdngende, einfach zusammenhdngende, vollstindige m-Mannigfaltigkeiten.

Seien pg € M, py € M', &y : T,,M — T, M orthogonaler Isomorphismus gegeben.
Aquivalent sind:

(i) 3 Isometrie ¢ : M — M’ so dass ¢(po) = py und dp(po) = Po;
(ii) ¥ Abwicklung (v,~, ®), die (%) erfullt, gilt: v(1) = po = /(1) = p, und ®(1) = Py;

0.1, die (x) erfiillen, gilt:

1=

(1) =n1) = 1) =n(
(iv) ¥ Abwicklung (7,7, ®), die (x) erfillt, gilt ®(t)"R.,, = Ry@)-

)

)
(111) ¥ zwei Abwicklungen (v, 7., ©;),
);
)

Beispiel 4.3. M = {z € R? | |z| =7 > 0}, Gauss-Kriimmung K = 1/r?%
M ={z € R®||z| =1 > 0}, Gauss-Krimmung K' = 1/r'%;
r # 1" = 3 Abwicklung (v,~', ®) die (x) und v(1) = po, 7' (1) # pf, erfillt.

Lemma 4.15. ¢ : M — M’ Isometrie, p(po) = py, dp(po) = Py =V Abwicklung (v,7', )
e o) el ot P D) =B Aoy Bt

Beweis. Sei (7,7, ®) eine Abwicklung die () erfiillt.

Definiere 3/ (t) := p(v(t)), ®(t) = de(y(t)). Dann gilt:

A (t) = D(t)5(t) (Kettenregel);

b(t) : TyyM — T:{/(t)M' orthonormaler Isomorphismus (Definition von Isometrie);

D(t) P (t,s) = <I>fy/ (t, s)®(s) (Satz 4.10, Paralleltransport ist intrinsisch);

atz 3.10 -,

= (v,7, ®) ist eine Abwicklung die () erfiillt Bind. im g F(t) =~ (t), ®(t) = d(t) Vi

=7 (1) = e(v(1), () = de(v(t) Vit .

Beweis.[Beweis von Satz 4.14] (i) = (ii) = (i) = (i) = (iv) = (iii).

Schritt 1: (i) = (ii),(iv): Annahme: ¢ Isometrie, ©(po) = p{, de(pg) = Po-

Sei (v,7’, ®) eine Abwicklung die (*) erfﬁllt Lemmg 4.15 Y (t) = e (7(t)), 2(t) = dp(v(t));
(1) = po = 7' (1) = ¢(¥(1)) = ¢(po) = Py, ®(1) = de(v(1)) = de(po) = Po;

B R, () = ®(O) TR, ) (20 BOID(E) = (" Ry TE Ry

Schritt 2: (ii) = (iii): Seien (v;, v}, ®;) Abwicklungen die (*) und

i=0,1
v¥0(1) = v1(1) erfiillen. Definiere « : [0, 1] — M durch ~(t) = { lezg(it;’t)’
v stiickweise glatt, stetig an der Stelle t = 1/2

810 5 Abwicklung (v, ~’, ®) die () erfiillt

89 ga y(1) = po ist, gilt /(1) = P, ®(1) = @0

— die Abwicklung t — (v(1 —t),~v'(1 — t), ®(1 — t)) erfiillt ebenfalls (x)

v(1/2(1 =) =v1(t), t<1

Eind. ip 3.10 ,_, ey — (vp(2t), ®(2¢)), 0<
=0 oo ={ G060,

= 75(1) =+'(1/2) = v1(1).

Schritt 3: (iii) = (i): Gegeben sei ¢ € M.
Definiere ¢(q) := ~/(1), wobei ~ : [0,1] — M irgendeine glatte Kurve so dass v(0) = pg und (1) = g, und (~,~’, ®) die Abwicklung ist
die () erfiillt (Satz 3.10).
Nach (iii) ist der Endpunkt 'y,(l) unabhéngig von der Wahl von ~.
Also ist ¢ wohldefiniert.

a) (7,7, ®) Abwicklung die (*) erfiillt, dann gilt ¢(~(t)) = v’ (t) Vt € [0, 1],

also gilt auch de(v(t))¥(t) = 4/ (t) = ®(t)5(t) = ¢ ist glatt
(yE€C®(I,M)= povy e C>®(,M")) und |dp(q)v| = |v|, Vv &€ TgM.
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b) ¢ ist surjektiv: Sei ¢’ € M’ = wihle 7’ so dass 7/ (0) = p(,~'(1) = ¢’
a

= 3 Abwicklung (v, ~’, ®) die () erfiillt :g p(y(1) =~"(1) =4’

c) ¢ injektiv: Annahme: »(q0) = ¢(q1) = q’, v0(1) = g0, 71 (1) = q1.
Da M’ einfach zusammenhingend = 3 Homotopie mit festen Endpunkte {'y; }0<>\<1 von ’y(/) nach ’yi

= 3 Abwicklung (v, "/3\7 @)

ol 1 e} 1
= o) =75 (1) = ¢’ = de(a (1) 2L =0 = 2D —
= g0 =7v0(1) =71(1) = q1.

Schritt 4: (iv) = (iii): M einfach zusammenhéngend,
(vis 75> ®i) 0,1 gegeben, vo(1) = 71(1)
= 3 Homotopie {yx}g< <1 mit festen Endpunkten von g nach ;.
VA € [0,1] gilt v (0) = po, YA (1) = vo(1).
Sei ('y)\,’y;, ®,) die Abwicklung von M’ entlang M mit (*) 'y;\(O) = p6, P, (0) = ®o.

Zu zeigen 66)\ -y;(l) =0.

Behauptung 1. Vt X — (yx(t), ¥4 (t), ®x(t)) ist eine Abwicklung.
Da 9)~v1(1) = 0, folgt aus Behauptung 1, dass Bk'y;(l) = ®,(1)0xv1(1) =0
= 70(1) = 71(1).
Beweis.[Beweis der Behauptung 1] Wihle Basis E1g, ... Emo von Tpy M;
Waihle Basen E; (X, t) so dass E;(X,0) = E;9, Vi E; = 0.
Definiere E/(X,t) = &5 (t)E;(\, t) € T (,)M’.

A

Wihle ¢4(X, t) € R so dass 9ty = ity ¢'E;. Dann gilt auch 8y’ = ity §1E;
Betrachte X'(X,t) := Oxv4(t), Y{(\ t) := VAE[(\ t).
Dann es gilt: Vi X’ = V9,74 /: ,V’)\/(atﬁg\) = Z;n:l([:b\ﬁi)E; +¢'VAEL )
VyY/ = ViV\E, - VAVLE; =R'(0ey, 0\ B} = XL & RI(E), X")E];
———
=0, kann addiert werden

X’(X,0) =0,Y/(X,0) =0.
Behauptung 2. Die Vektorfelder X’ (X, t) := ®(X, t)dxvx (£), i;i'()\, t) := ®(X, 1)V E; (), t) erfiillen ebenfalls die Differentialgleichung
{ VX = YT (ONEDEL +£Y]), X'(A0)=0

VY] = R' (0, X')E;, Y/(X,0) =0

Aus Behauptung 2 folgt ®(X,t)dxvx = x4 und ®(X\, t)VE; = VA E]
= Vtist X — (vx(t), 74 (t), @5 (t)) eine Abwicklung, das heisst Behauptung 1. L

Beweis.[Beweis von Behauptung 2]

T etE,

~ —— . .
VX! =V (®230x372) = PAViOxva = BAVA( 0ivy ) = A (D) (OAE")E; + €' VAE;) =

i=1

m " m _ o
=Y ONE(BAE) + Y E'DVANE; = Y (0xE'E; +£'Y))
i=1 =1 =1
> (i)
ViY! = V{(®VLE;) = @V VAE; = PR(tv, 0x7)E; =
= R/ (@017, ®0xv) ®E; = R (9, X') E]
!

X/ B! [}

9ty i

4.5 Lokale Version des Satzes von Cartan-Ambrose-Hicks

Un(p, M) ={q € M | d(p,q) <1}

exp,, : {veT, M| v <r}— Ul(py, M) (1)

expy v € Ty M [ || <r} — Un(py, M) (2)
Annahme: (1),(2) Diffeomorphismen (gilt fiir kleine r),
®o : TpyM — T, M' orthogonaler Isomorphismus.

Satz 4.16 (Cartan-Ambrose-Hicks, lokale Version). Unter obigen Voraussetzungen
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) 3 Isometrie ¢ : U.(po, M) — U,.(py, M') so dass ¢(po) = py, de(po) = Po;
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(i) ¥ Abwicklung (v,~', ®) so dass
7(0) = po,7'(0) = pg, D(0) = o, 7(t) € Urlpo, M), 7' (t) € Up(pp, M') Yt (%)
gilt 7(1) = po = +/'(1) = pp, ®(1) = Po;

(ii) Fiir je zwei Abwicklungen (i, i, ®i);_q, die (xx) erfillen gilt
(1) =7 (1) = (1) = 7(1);

() Yv e T,,M mit |v| <r gilt:
seien y(t) 1= exp,, (tv) und '(t) := exp,, (t®ov), 0t <1,
weiter sei ®(t) := @, (t,0)PoP,(0,1).
Dann gilt @(t)*R’v,(t) = Ryu.

Ausserdem: wenn (i) gilt so ist p(exp,, (v)) = exp, (Pov) Vi € T,M, [v] <r.
Lemma 4.17. Seien v,w € T,M, |v| < r,y(t) := exp,(tv), 7 := exp,(t(v + \w)),

X(t) = (.% AZO’}/)\(t) S Tv(t)M
= VX = R(¥, X)7y (Jacobi Gleichung), X (0) =0,V,X(0) = w.

Beweis. v, (0) =p = X(0) =0

Vi X(0) = Vidxv(0) = VA8:v(0) = Viala=0(v + Aw) = w.
=0

2
ViX = ViViX = ViViOxy = ViVA(0ry) = VAV Oy +R(0¢y, Oxv) 0ty
= V2X = R(¥, X)7.

Beweis.[Beweis von Satz 4.16] (i) = (i¢i) = (ii1) = (i) = (iv) genau wie bei Satz 4.14.

Zu zeigen (iv) = ().
exppg

{v € TpgM | |v] < r} — Ur(po, M)
1 @0 Le
exPp/
' €T, M| | <1} =0 U (ph, M)
0
@ = exppé odg o expp[)71 d.h. cp(exppo (v)) = E.’L‘pp() (Pov), Vv € TpyM,|v] <.

Zu zeigen: ¢ ist eine Isometrie.
Behauptung. |dp(q)u| = |u|, VYq € Ur(po, M), Yu € T¢gM.

Nach Behauptung ist ¢ : Up(pg, M) — U,,‘(p{), M') eine Isometrie, so ist Satz 4.16 bewiesen.
Beweis.[Beweis der Behauptung] Wihle v € T, M so dass [v] <, expp (v) = q;
Wiéhle w € Tpy M so, dass dexpp‘j (v)w = u;
Definiere v (t) := exp,  (t(v + Aw)), X(t) := %‘)\Zo’y)\(t), X € Vect(vy)
A=0: (1) :=v0(t) = expp, (tv), v(1) =g, X(1) = u.
Nach Lemma 4.17 gilt
V2X = R(¥, X)¥, X(0) =0, VX(0) =w

YA () 1= expyy (H@ov + A®ow)) = (72 (1)
A=0: w’(t) = 'yé(t) = Cpr6 (t®ov), X/(t) = %‘A:D’Y;\(t)'
Wieder nach Lemma 4.17 gilt
v2x" = R'(¥,X")5, x'(0) =0, V' X'(0) = dow
D(t) := <I>fy/(t,0)<1>0<1>7(0, ) : TyyM — Tﬂ{,mM"
Nach Voraussetzung (iv) gilt d)(t)*Rfy,(t) = R, (t)- Ausserdem:

®(t) orthogonaler Isomorphismus (29) (v
V' (®X) = ®(VX) = V'2(8X) = (V?X) ‘= ®R(¥, X))y =
(8)5(t) = 4 (1)
= R/(®%, ®X)d5 = R' (5, X)4 = ®X € Vect(y') ist Losung von (30) 228 x/ — ¢x.
Somit dep(q)u = de(v(INX (1) = 2| x_er(ra(1) = Zx[1_o7A (1) = X' (1) = &(1)u
=(da ®(1) ein orthogonaler Isomorphismus ist) |de(p)u| = |®(1)u| = |ul,
Vq € Ur(po, M), Yu € TgM.

)

Definition 4.7. M C R" heisst flach, wenn der Riemannsche Krimmungstensor
verschwindet, d.h. R = 0.
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Satz 4.18. M m-Mannigfaltigkeit. M ist flach <= VY p € M gibt es eine offene Umgebung
UcCM, pelU, sodass U isometrisch zu einer offenen Teilmenge des R™.

Beweis.
< Satz 4.11 (Der Riemannsche Kriimmungstensor ist intrinsisch)

= Satz 4.16. Insbesondere wihle pg € M,p) =0 € R™ = M.
Pg : Tpg M — R™ = Tp/ M’ orthogonaler Isomorphismus,

Bedingung (iv) von Satz 4.16 ist erfiillt
= 3 Isometrie ¢ : Upr(po, M) — {z € R™ | |z| < r}.

Bemerkung 4.9. V CR™, U C M, V€ C*(V,U) Parametrisierung.
gi(2) = (G (2), g (2)), z €V

gij(x) = 0;; = d\If(x)Td\If(I) = 1 <= V¥ Isometrie.

Satz 4.19. Set M eine zusammenhdngende, einfach zusammenhdngende, vollstindige
m-Mannigfaltigkeit. Dann gilt: M flach <= 3 Isometrie ¢ : M — R™.
Beweis.

< Satz 4.11;

= Satz 4.14.

Ubung. Jede 1-Mannigfaltigkeit ist flach.

Ijbung. M, My flach = M; x M, flach.

Beispiel 4.4. T? = S x S' = {(21,22) € C x C | |21| = |22| = 1} € C* 2 R* flach.
Kein Widerspruch zu Satz 4.19 da T? nicht einfach zusammenhdngend!

Beispiel 4.5 (Regelflichen). Seien v, u : R — R™ glatte Kurven.
Annahme: |u(t)| =1 Vt, u(t) # 0 Vt, (¥(t),u(t)) =0 Vt.

E(t) :=u(t)" CR", L(t) :== u(t)" Na(t)" Cc R". L(t) = lim,_; E(t) N E(s)
dmE(t)=n—-1=m, dimL(t)=n—2=m—1 dau(t) Lu(t)).
Annahme: (%(t),u(t)) # 0 Vt, das heisst (t) & L(t).

Seitg € R, € >0 klein, Iy := (to — &,ty + €).

L(t). == {v e L) | [v] <&}, Mo = Urer, (7(t) + L(t),)

Ubung.
(i) My ist m-Mannigfaltigkeit fiir € klein genug;
(if) T,Mo = E(t) Vper(t)+ L(t);

(ili) My ist flach;
)

(iv) Seien o € C*°(Iy,R™), ®(t) : E(t) = Ty@yMo — R™ so dass (7,7, ®) eine Abwickung
von My entlang R™.
Sei ¢ : My — R™ definiert durch ¢(y(t) +v) :=v/(t) + ®(t)v.
Zeige M = p(My) C R™ offen und ¢ : My — M| Isometrie.
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Hinweise.

(i) Sei ey, ...—1 orthonormale Basis von L(ty). Seien t +— X;(t) € R" i =1,....,m — 1
definiert durch X; + %u =0, X;(0) =e;.
Behauptung: X(t),...X,,_1(t) orthonormale Basis von L(t).
Definiere ¥ : R x R™™" — R™ durch W(t, 2", ..., 2™ ) i= () + S0 2! X(t)
Behauptung 2: dW¥(t,0) ist injektiv.

(iii) v : My — S™ ! normaler Vektor.
Behauptung: Vp € v(t) + L(t), Vv € E(t) gilt dv(p)v € Ru(t)
(benutze Gauss-Codazzi).

Definition 4.8. Eine Mannigfaltigkeit My dieser Form heisst Regelfildche.

Ubung. Folgende Mannigfaltigkeiten sind Regelflichen im R3:

(i) Kegel iiber I' C R? x {0}, I' 1-Mannigfaltigkeit, p € R?\ (R? x {0});
M={tp+(1—-1t)g|t>0, geT}
(ii) Zylinder iiber I', M ={q+tv |t € R, e, v € R* x {0}};
(iii) Tangentialfliche M = {y(t) + s¥(t) | |t —to] <&, 0 < s < e},
4(to) und %(to) linear unabhéngig;

(iv) Normalflache |§(¢)| =1, H(t) # 0, M = {y(t) + s5(t) | |t — to] < e, |s| < e}

4.6 Symmetrische Mannigfaltigkeit

Bemerkung 4.10. (v,7', ®) Abwicklung = ®(t) = ®.,(t,0)(0)®,(0,t) : TopyM — Ty M".
Nehmen wir an v(0) = po, 7' (0) = ph, ®(0) = Py, P,(t,0)" Ry = Ry,

P,(1,0) R, = Ry, 'Rl = Ry,

Dann folgt ®(t)" K.,y = Ry)-

Satz 4.20. M € R" m-Mannigfaltigkeit. Aquivalent sind:

(i) Der Riemannsche Krimmungstensor ist invariant unter Paralleltransport,
das heisst Vy € C°(R, M) Vs,t€R ®,(t,s) Ry = Rys);

(ii) VR = 0;

(iii) Vpe M 3r>0 Fp:U(p,M)— U.(p, M) Isometrie
so dass p(p) = p, de(p) = -1 :T,M — T,M.

Beweis.

(i) = (i41)
Satz 4.16 (C.A.H. lokal) M’ = M, pg = p{, = p, &9 = —1.
v(t) = expp(tv), v € Tp M. ~'(t) = expy, (—tv).
Satz4.16,...
(iii).

B(t) =~ (1,000, (0,) L S(®) R /() = Ry “1EL
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(iid) = (i) -
(v(0) =p, ¥(0) =u, X(0) =v, Y(0) =w, Z(0) = z)
Nach Satz 4.11 ¢*R = R, nach Satz 4.7 ¢*V =V = ¢*(VR) = VR
(VR)p(u) (v, w)z = Vi(Roy4) (X, Y)Z) = Roy(y (Ve X, Y)Z — Roy(4y (X, ViY)Z = Roy(y) (X, Y)YV, Z
L(TpM) > (VR)p(u)(v,w) = (¢*VR)p(u)(v,w) =

= dp(p) "1V Ry () (de(p)u) (dp(p)v, de (p)w)de(p)
= (VR)p = —(VR)p = (VR)p =0 Vp.

(ii1)

—(VR)p(uw)(v, w)

Sei v € C*°(R, M), v(0) =p, w,v,w € TpM.

Seien X (t) := ®~(t,0)u, Y (t) := ®(t,0)v, Z(t) := ®~(t,0)w

= (2~(t,0)" Roy(4)) (u, v)w = &4 (t, O)’lR.Y(t)(de(t, 0)u, P~ (t,0)v) P~ (t,0)w =

= @ (0, )Ry (1) (X (), Y (1)) Z(2)

= (@4, 0)* Ry (r) (w, v)w = & 040, ) Roy 4y (X (1), Y (1)) Z () 2

2y (0, )V (B (1) (X (1), Y(£)) Z()) = 24(0,)(C VR )y (FENX (@), Y (1)) Z(2) +

=0 nach (ii)

Rey() (VX (), Y (D) Z(1) + Royy (X(£), VY () Z () + Roy (1) (X (), Y (1) VZ(1)) = 0
N NS NS

=0 =0 =0
= . (t,0)" Ry(r) = Rp-

Definition 4.9. Eine Mannigfaltigkeit M, die die Bedingungen von Satz 4.20 erfiillt, heisst
lokal symmetrisch. Die Isometrie ¢ in (iii) heisst lokal geoddtische Spiegelunyg.

Definition 4.10. Eine Mannigfaltigkeit M heisst symmetrisch, wenn Vp € M 3 Isometrie
w: M — M so, dass. ¢(p) = p, dp(p) = —1.

Ubung. M symmetrisch, = M vollstindig.

Korollar 4.1. M lokal symmetrisch, vollstindig, einfach zusammenhdingend
= M symmetrisch

Beweis. O.B.d.A M zusammenhingend.

Wir benutzen Satz 4.14 (C.A.H. global).

po =Py =p, b0 = —id: TpM — Tp M

Bedingung (iv) von Satz 4.14 ist erfiillt (folgt aus Satz 4.20).

= J¢ : M — M Isometrie p(p) = p, de(p) = —id. L]

Korollar 4.2. M, M' lokal symmetrisch py € M,py € M', &y : Tj,, M — Tjy M" orthogonale
Isometrie, DGR, = Ry,

= 3 lokale Isometrie ¢ : U.(py, M) — U,.(py, M), ¢(po) = pjy, de(po) = Po.

Beweis. Satz 4.16 und 4.20. n

Korollar 4.3. Seien M, M’ symmetrische, zusammenhdingend, einfach zusammenhdngende
Mannagfaltigkeiten.

po € M,py € M, g : TpyM — Ty M" orthogonaler Isomorphismus, so dass QiR = Ry,
= 3 Isometrie p : M — M’ so, dass p(po) = py, de(po) = Po.

Beweis. Satz 4.14 und 4.20. n

Korollar 4.4. Jede zusammenhdingende, einfach zusammenhdingende, symmetrische Man-
nigfaltigkeit ist homogen, d.h. ¥p,q € M 3 eine Isometrie p : M — M so, dass ¢(p) = q.
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Beweis. Korollar 4.3, M’ = M, pg = p, p6 = g. Wihle ~ : [0,1] — M so, dass

7(0) = p, v(1) = q, o := ¢4(1,0) : TpM — TqM. .

Bemerkung 4.11. (ohne Beweis) Korollar 4.4 gilt auch wenn M nicht einfach zusam-
menhdngend ist.

Beispiel 4.6. M flach (R =0) = M lokal symmetrisch (VR =0).
Beispiel 4.7. My, M lokal symmetrisch = M; x My lokal symmetrisch.

Beispiel 4.8 (Flache Tori).
Mype={(u,v,w) € C} | |u| =a, v| =b, w=cuww} a>0,b>0¢>0
M.y flach, kompakt (daher vollstindig), symmetrisch, nicht einfach zusammenhdingend.

Beispiel 4.9. M = S" = {z € R"" | |z| = 1} symmetrisch.
p=1(1,0,...,0), p(x) = (x9, =21, ..., —x,) geoddtische Spiegelung.
{Isometrien von S™} = O(n + 1).

Beispiel 4.10. M? C R*: “kein Torus”. “Geschlecht” g =2, M kompakt

K(p) := %, Gauss-Krimmung; u,v Basis von T, M.

Annahme: K(p) = konst.

= M nicht flach, lokal symmetrisch, (Satz 4.20) vollstindig und nicht symmetrisch.

{Isometrien von M} = endliche Gruppe = nicht homogen.

Beispiel 4.11. M = G C O(n) kompakte Lie Gruppe —> M symmetrisch.
Fiir , &, n € Lie(G) gilt:

Ry(€9,m9)¢g = — 1€ m),Clg

(Ry(€9,n9)n9,€9) = F11€,n]I?

(€9,ng) = trace("n).

4.7 Konstante Kriimmung

Definition 4.11. Sei E C T,M ein 2-dimensionaler linearer Unterraum. Die Schnitt-
kriimmung von M an der Stelle (p,E) ist definiert durch K(p, E) = —melelva o,

[ul?[v]>—(u,v)2~
bei u,v eine Basis von E bilden. Wir sagen, M hat konstante Krimmung k € R, wenn

K(p,E)=k,Vpe M, VE C T,M mit dim E = 2.
Ubung. Die Zahl K(p, E) hiingt nicht von der Wahl der Basis u,v ab.

Satz 4.21. M™ C R" m-Mannigfaltigkeit, k € R. Aquivalent sind:
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1. M hat konstante Kriimmung k;

2. Vp € M Vv, vg, vz, v4 € T,M gilt:
<Rp(U1,U2)U37?J4> = k((U17U4><Uz7U3> - <U17U3><027U4>)-

Beweis.
2. = 1. :
vy =vg =u, vy =v3=v, K(p;B)=k Vp, E
1. = 2. :
Definiere:
Q(v1,v2,v3,v4) := (Rp(v1,v2)v3,va) — k(v1,va)(v2,v3) + k({vi, v3)(v2,va)
Es folgt:
Q(v1,v2,v3,v4) = Q(v3,v4,v1,v2) (31)
Q(v1,v2,v3,v4) = —Q(v2,v1,v3,v4) (32)
Q(v1,v2,v3,v4) + Q(v2,v3,v1,v4) + Q(v3,v1,v2,v4) =0 (33)
Q(u,v,u,v) =0 (34)
(34) (31)
= 0 '=" Q(u,v1 +v2,u,v1 +v2) = Q(u,v1,u,v2) + Q(u,v2,u,v1) =" 2Q(u, v1, u, v2)
= 0= Q(u1 +u2,vi,u1 +uz,v2) = Q(U17U1,U27U2> + Q(u2,v1,u1,v2)
(33)
= Q(v1,v2,v3,v4) = —Q(v3,v2,v1,v4) Q(v2,v3’v1,v4)
= —Q(v1,v2,v3,v4) — Q(v3,v1,v2,v4)
(32)
= Q(Ul,v2vv31U4) —3Q(vs,v1,v2,v4) = $Q(v1,vs,v2,vs) = $Q(v1,v2,v3,v4)
= Q=

Bemerkung 4.12. M, M’ m-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Krimmung k
Sazd 2l jede orthogonale Isometrie ¢ : T,M — Ty M' erfillt ¢*R, = R,.

Korollar 4.5. M, M' m-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Krimmung k, p € M, p' € M’
= fiir r > 0 hinreichend klein 3 eine Isometrie ¢ : U.(p, M) — U,.(p', M").

Beweis. Satz 4.16 (C.A.H. lokal). L]

Korollar 4.6. M, M’ zusammenhdngende, einfach zusammenhdngende, vollstindige
m-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Krimmung k = 3 eine Isometrie ¢ : M — M’'.

Korollar 4.7. M zusammenhdngend, einfach zusammenhdngend, vollstindig. Dann sind
dquivalent:

1. M hat konstante Kriimmung;

2. Vp,qg e M N¢ :T,M — T,M orthogonale Isometrie, existiert eine Isometrie
0 : M — M so, dass o(p) = q, dp(p) = ¢.

Beweis.
Satz 4.14.

po,p1 € M, Eg C Tp0 M, Eq1 C Tp1 M. Wihle eine orthogonale Isometrie
(;50 : TPOM — Tp1 M so, dass ¢gEg = E;

2 3 Isometrie «p M — M so, dass ¢(pg) = p1, de(po) = ¢o
= ¢0Rp;
= K(po,Eo) K(m,tboEo) K(p1, E1).
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Beispiel 4.12.
E=0 M flach R™
k=1 m>2 S™ Bis auf Isometrie sind (R™, S™ H™) die einzigen vollstindigen,
k=-1 m>2 H™

zusammenhdngenden, einfach zusammenhdngenden m-Mannigfaltigkeiten mit konstanter Kriimmung

k=(0,1,-1).

Isometrien:

R™: p(z)=Ax+b AecO(m);

S™: p(r) = Ax AeO(m+1).
Geoddten:

R™: ~(t) = p+ tv;

S™: 4(t) =pcost+uvsint veT,S™, jv] =1.

Bemerkung 4.13. M™ vollstindige, zusammenhdngende m-Mannigfaltigkeit mit konstanter
Kriimmung k =1 = M kompakt.

Beispiel 4.13. M = {x € R™" | |z| = r} hat konstante Kriimmung k = %2

Beispiel 4.14. M = S™ x S™ symmetrisch, nicht konstante Kriimmung.

4.8 Der hyperbolische Raum H™

Modell 1: D™ = {y e R™ | |y| < 1}
Metrik: £, n € R™ =T,D™ :

(€ my = (%:if—yl\g)g = Z” 9i ()&’

40;;
9i5\Y) = 77— 153 35
N TR )
nly, = %, hyperbolische Metrik
Modell 2: o = (z1,...,2,,) € M =R"™:  [¢[2 = [¢|* — {28
T,
() =80 — —= 36
gj('r) J 1+ ‘CL’|2 ( )
Modell 3: Q : R™™! x R™™ - R, Q(z,y) := —2oYo + T1y1 + *** + T
H™ := {p € R™" | Q(p,p) = —1, zg > 0}, p = (w0, 71, ...,7) = (70, )
peEH" — —ai+zP=-1 < 22=|2]>+1 <= 20=/1+ |2]?
H™ — R™, (zg,2) — z Diffeomorphismus.
Metrik auf H™ :
gp(v,w) == Q(v,w) Yo, w € T,H™ (37)
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Ubung. Die Abbildung ¢ : R™ — D™, o(z) := —”lJl;‘rzlle ist eine Isometrie beziiglich (35)
und (36).

Bemerkung 4.14. |
1. gy(v,v) >0, VveT,H" v+#0;
2. Die Projektion H™ — R™ ist eine Isometrie beziiglich (36) und (37).

Bemerkung 4.15. {Isometrien von H™} = O(m, 1) =
= {A € RODx(m+D) | O(Av, Aw) = Q(v,w), vy >0 = (Av)y > 0}.

Bemerkung 4.16. Geoddten: y(t) = pcosht +vsinht, peH™, v e T,H™.
Qp,v) =0, Q(v,v) = 1.

m={p=(v0,2) = (X0, X1, ..., Tp) ER™ | —z2 + 22 + ... + 22 = —1, 29 > 0}
THm:{UZ(5075)_(50751,---7§m)|—$050+1’1§1+”'+l’m§mZQ(Z),U)ZO}
2 _ |¢12 2 |¢2 4 (z,€ 2 _ 2 _ (=8 (=
v]* = [§]* + & = [§]7 + 1+|x‘27 x5 =14 |z|%, & = 20 /it

vl == Q(v,0) = | — |&ol? = IEI* — 5 = I¢I2
Die Projektion H™ — R™, (¢, x) + x ist eine Isometrie beziiglich der Metrik oben (Q(v,w)).

Bemerkung 4.17. H™ ist zusammenhdngend und einfach zusammenhdngend.

Satz 4.22.
1. H™ ist vollstindig;

2. H™ hat konstante Krimmung k = —1.

Beweis.

1. TpH™ = {v € R™T! | Q(p,v) = 0}
Sei II(p) € ROmAD X (m+1) gje Q-orthogonale Projektion auf T,H™. H(p)2 = Il(p),
imII(p) = TpH™, ker I1(p) Lg imII(p), d.h. kerII(p) = Rp. II(p)w = w + Q(w, p)p.

Kovariante Ableitung: v : R — H™, X (t) € Ty )H™.
VX(t) = D(v($)X () = X(¢) + QX (2), v(t)v ().

Geoditen: V4 <= 44+ Q(#¥,v)y =0
d.h. ¥ = av, wobei o := —Q(%,7), a: R — R.

Bemerkung: v : R — H™ = Q(v,v) = —

Ableiten: 0 = %Q('y,'y) =2Q(v,%)
0= HQ(MH) = Q%% + QM%) = Q%4 + (%7 = Q4 4) — o

¥ Geod.

= a=Q(, ) = &«=2Q(%,%Y) 2Q(ay,v) = 2aQ(v,¥) =0

~(0) =p € H™, 4(0) = v € TRH™, v Geodéte
= Q(4,4) = const = Q(v,v) = ¥ = Q(v, v)y

Annahme: Q(v,v) =1 lvlg = VQ(v,v)
= ~(t) = pcosht + vsinht
= H" vollstidndig
smh(|u\Q)
vl
Ubung. expy, : TpH™ — H™ ist ein Diffeomorphismus Vp € H™ (gilt nicht fiir $™).

expp(v) = pcosh(|v|Q) 4+ v
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2. hp(v): TRH™ — (T,H™)TQ
hp () = (dL(p)v)e = Q(w, v)p + Q(w, P)v = Q(w, v)p
mit Q(w, v)p € (TRH™) Q, Q(w, p)v € ToH™.
hp(v)* : (TP]HIT"’)LQ — TpH™, (TpIHIm)LQ negatives inneres Produkt
h;,('u)*w =Q(w,p)v, w 1o TP]HIT"’
Rp(u,v) = hp(u)*hp(v) — hp(v) " hp(u) (Gauss-Codazzi)

= (Rp(u, v)v,u) = Q(u,v)? — Q(u, w)Q(v, v)
= K(p, E) = —1.

4.9 Konjugierte Punkte

Definition 4.12. Sei v : R — M eine Geoddte. T > 0 heisst konjugierter Punkt von -,
wenn es ein Vektorfeld X € Vect(vy) gibt, so dass

V32X = R(5, X))y, X(0) =0, X(T) =0, X 0

Beispiel 4.15. v(t) = exp,(tv), 7s(t) = exp,(t(v + sw)), v(s) := v + sw.
X = %fys’ = X Jacobi-Vektorfeld X (0) =0, VX(0) = w.

s=0

Bemerkung 4.18. Wenn es eine Kurve von Vektoren v(s) € T,M gibt, so dass

v(0) = wo, exp,(v(s)) = q = exp,(vg), Vs
Dann T = 1 ist konjugierter Punkt auf der Geoddten () = exp,,(tvo).

Lemma 4.23. Annahme: K(p,E) <0 Vp VE
= 7 konjugierte Punkte auf Geoditen.

Beweis. Sei X per Widerspruch wie in Definition 4.12. Dann V2X + R(X, )% = 0

T
= o:/ (VEX + R(X, )%, X)dt =
JO
T d 2 .
:/0 (S (VXL X) = [VX[? 4 (R(X, 5)3, X))dt =

= [T CITXP 4 (ROS A X))
JO N, e’ N

<0 <o

= VX =0, (R(X,¥)y,X) =0 = X =0 = Widerspruch. n

Satz 4.24. Seienp € M, v: R — M Geodite, v(t) = exp,(tv) € T,M, M vollstindig.
T :=inf{t > 0| d(p,y(t)) <t} >0

T = L(Vl[o/f])

T kein konjugierter Punkt

= Jw € T,M, w # Tv so, dass exp,(w) = exp,(Tv) =: q.

Beweis.

1. Wir zeigen dexp, (Tv) : Tp M — TqM ist bijektiv.
Annahme: nicht injektiv
= Jw #0: dexp,(Tv)w =0
X(t) := %‘5=0 expy, (t(v + sw))
= Jacobi Feld: X(0) =0, VX(0) =w, X(T) =0
= T ist konjugierter Punkt. Widerspruch.
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Wihle tg | T so, dass d(p, v(tg)) < tg
. expy, (wg) = v(tg) = exp, (tgv)
Wihle wy, € T, M so, dass P P
k=rp lwi| = d(p,v(tx)) <t = |txvl

o.B.d.A. wy — w e TpM.

= expp(w) := limy_, o expy (wg) = limg_, 00 Y(tg) = ¥(T) = q = exp(Tv)

Behauptung w # Tv. Beweis. (Indirekt), Annahme: w = Tv.

wi — Tv expy, (w)
# =
trv — Tv expy, (tgv)

Aber dexp,(Tv) bijektiv nach 1.
= Widerspruch zum Satz iiber Inverse Funktionen (Satz 1.9).
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